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Vorwort. 



Die vorliegende Arbeit enthält die Resultate jener Untersuchungen, welche 
mein hochverehrter Lehrer und ich während der Jahre 1883 — 1888 gemeinsam an- 
gestellt haben. Diese Untersuchungen lagen Ende 1888 soweit ausgearbeitet und zu 
einem geschlossenen Ganzen vereinigt vor, dass bei weiterer gemeinsamer Thätigkeit 
die Herausgabe derselben im Laufe der nächsten zwei Jahre hätte erfolgen können. 
Da wurden wir, die bis dahin täglich zu gemeinsamer Arbeit zusammengekommen 
waren, durch meine Berufung hierher getrennt und erkannten, nunmehr ausschliesslich 
auf schriftlichen Verkehr angewiesen, bald, dass unter so geänderten Verhältnissen bis 
zur Veröffentlichung unserer Untersuchungen in der von uns beabsichtigten ausführ- 
lichen Weise noch eine Reihe von Jahren erforderlich sein würde. Nun schien es 
uns aber aus mehrfachen Gründen wünschenswerth , die Resultate unserer Unter- 
suchungen baldmöglichst in den Händen der Mathematiker zu sehen, und wir be- 
schlossen daher, dass ich aus unseren Manuscripten einen Auszug veröffentlichen solle, 
der die von uns gewonnenen Resultate vollständig enthalten, zugleich aber auch einen 
genauen Einblick in die angewendeten Methoden gewähren würde. Indem ich diesen 
Auszug hiermit der Öffentlichkeit übergebe, will ich es nicht unterlassen, zur Orien- 
tirung des Lesers das Folgende hinzuzufügen. 

Als Herr Prym im Jahre 1879 seine Untersuchungen über die allgemeinen 
Thetafunctionen mit p Variablen und rationalen Charakteristiken begann, waren nur 
wenige dahin gehörige Formeln bekannt. Diese Formeln bezogen sich fast aus- 
schliesslich auf Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus halben Zahlen gebildet 
sind, und zu ihrer Ableitung wurde ausnahmslos der auf functionentheoretischen Be- 
trachtungen beruhende Hermite'sche Satz in Verbindung mit der Methode der un- 
bestimmten Coefficienten angewendet, ein Verfahren, das in den wenigsten Fällen die 
wahre Natur der mit seiner Hülfe erhaltenen Formeln erkennen lässt. Für seine ersten 
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Arbeiten *), die zu Anfang des Jahres 1882 abgeschlossen wurden, hatte nun Herr 
Prym sich die Aufgabe gestellt, die bis dahin bekannten Relationen zwischen- Theta- 
ixinctionen mit denselben Parametern aus einer einzigen Formel, der von ihm mit- 
getheilten und bewiesenen Riemann'schen Thetaformel, auf directem Wege abzuleiten 
und neue Systeme specieller Formeln aufzustellen, zugleich aber auch eine allgemeinere, 
die Riemann'sche als speciellen Fall enthaltende Formel zu finden, die ein Eindringen 
in das Gebiet der Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus beliebigen rationalen Zahlen 
gebildet sind, ermöglichte. Die vorgesteckten Ziele wurden nun zwar erreicht, jedoch 
musste zur Ableitung der Hauptformel immer noch die Methode der unbestimmten 
Coefficienten verwendet werden. 

Der entscheidende Fortschritt in der angegebenen Richtung wurde gemacht, als 
Herr Prym im Juli 1882 fand, dass man für die Riemann'sche Thetaformel ausser den 
beiden von ihm schon veröffentlichten Beweisen noch einen dritten von ganz anderen 
Gesichtspunkten ausgehenden Beweis geben könne.**) Das eingeschlagene Verfahren 
bestand darin, dass man in der die linke Seite der Formel bildenden 4j9-fach. un- 
endlichen Reihe neue Summationsbuchstaben vermittelst einer linearen, schon von 
Jacobi***) zu ähnlichem Zwecke angewendeten Substitution einführte und hierauf die 
Summation von der ihr anhaftenden Beschränkung durch Einschiebung eines discon- 
tinuirlichen Factors befreite. Aus der linken Seite der Riemann'schen Thetaformel 
ging alsdann durch directe Umformung die rechte hervor. Damit war ein Princip 
gewonnen, das, in richtiger Weise verallgemeinert, von fundamentaler Bedeutung für 
die Theorie der Thetafunctionen zu werden versprach. In der That gelang es bald 
darauf Herrn Prym, mit Hülfe dieses Princips eine Thetaformel f) herzustellen, 
welche seine frühere Hauptformel an Allgemeinheit übertraf, und unsere nun beginnen- 
den gemeinsamen Untersuchungen zeigten bald, 4lass man auf dem betretenen Wege 
noch weiter gelangen könne. 

Der Gedanke, eine mehrfach unendliche Reihe, bei der jeder Summations- 
buchstabe die ganzen Zahlen von — cx> bis +00 durchläuft, dadurch umzuformen, dass 
man an Stelle der Summationsbuchstaben vermittelst einer linearen Substitution neue ein- 
führt, findet sich schon in Arbeiten von Eisenstein ff); allein dort wird ausdrücklich die 



*) Prym, UnterBUchuDgen über die Riemann^sche Thetaformel und die Biemann^sche 
CharakteriBtikentheorie. Leipzig 1882. Teubner. 

Prym, Kurze Ableitung der Biemann'schen Thetaformel. (Journal für r. u. a. Mathematik. 
Bd. 98, pag. 124) 

**) Prym, Ein neuer Beweis für die Biemann'sche Thetaformel. (Actamathematica, Bd. 3, pag. 201) 
***) Jacobi, Theorie der elliptischen Functionen, aus den Eigenschaften der Thetareihen 
abgeleitet (Gesammelte Werke, Bd. 1, pag. 603) 

t) Prym, Ableitung einer allgemeinen Thetaformel. (Acta mathematica, Bd. 3, pag. 216) 
tt) Eisenstein, Beiträge zur Theorie der elliptischen Functionen. VI. Genaue Unter- 
suchung der unendlichen Doppelproducte,. aus welchen die elliptischen Functionen als Quotienten 
zusammengesetzt sind. (Journal für r. u. a. Mathematik, Bd. 35, pag. 173, 190, 230) 
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Bedingung gesetzt, dass die Coefficienten der Substitution ganze Zahlen seien. Auch 
die von Herrn Schröter in seinen auf die Theorie der Modulargleichungen sich 
beziehenden Arbeiten *)* angewendete Methode zur Ableitung von Thetaformeln beruht 
auf der Anwendung von linearen Substitutionen mit ganzen Zahlen als CoefGcienten und 
ist wohl aus dem Grunde nicht weiter verfolgt worden, weil schon in einfachen Fällen 
die Bestimmung der Summation für die neu eingeführten Summationsbuchstaben be- 
deutende Schwierigkeiten verursacht. Der Gedanke dagegen, unendliche Reihen der 
angegebenen Art durch eine lineare Substitution, deren Goefficienten beliebige rationale 
Zahlen sind, umzuformen, ist zuerst von Herrn Prym ausgesprochen und durch Ver- 
bindung mit dem Gedanken der Einschiebung eines discontinuirlichen Factors fruchtbar 
gemacht worden. 

In weiterer Verfolgung dieser Gedanken stellten wir uns beim Beginne unserer 
gemeinsamen Untersuchungen im Jahre 1883 zunächst die Aufgabe, ein Product von 
n Thetafunctionen mit verschiedenen Parametern in ähnlicher Weise umzuformen, wie 
es kurz zuvor für ein Product von n Thetafunctionen mit gleichen Parametern ge- 
schehen war. Zu dem Ende führten wir in die dem Producte der n Thetafunctionen 
entsprechende np-fach unendliche Reihe an Stelle der np Summationsbuchstaben 
Wv) ^ = 1,2, ..., n ^p j^QjjQ Summationsbuchstaben n^") " = }'!' •••' **, durch eine lineare Sub- 
stitution, die in jeder ihrer Gleichungen nur Grössen m und n mit demselben unteren 
Index enthielt, ein und suchten alsdann die Coefficienten der Substitution als rationale 
Zahlen so zu bestimmen, dass nach Einschiebung eines passend gewählten discontinuir- 
lichen Factors das vorgelegte Thetaproduct in eine Summe von Thetaproducten über- 
ging. Es zeigte sich, dass die gestellte Aufgabe identisch ist mit der Aufgabe, eine 
Summe von n quadratischen Formen mit je p Veränderlichen durch eine lineare Sub- 
stitution der eben angegebenen Art mit rationalen Zahlen als Coefficienten in eine 
ebensolche Summe zu transformiren, und es wurde dadurch die Theorie der hierher 
gehörigen Thetaformeln auf eine rein arithmetische, im 2. Abschnitte des ersten Theiles 
entwickelte Grundlage gestellt. Alle diese Formeln sind in der im 3. Abschnitte auf- 
gestellten Formel (©), die wir als die Fundamentalformel für die Theorie der Theta- 
functionen mit rationalen Charakteristiken bezeichnen, als specielle Fälle enthalten. 
Die Gewinnung dieser Fundamentalformel gelang uns im Jahre 1884, und aus ihr 
leiteten wir dann zunächst die beiden im 4. und 5. Abschnitte mitgetheilten für die 
allgemeine Theorie der Thetafunctionen wichtigen speciellen Formeln ab. 

Unsere nun beginnenden weiteren Untersuchungen bezweckten die Gewinnung 
charakteristischer Formeln für Thetafunctionen mit denselben Parametern, oder, da 



*) Schröter, De aequationibus modularibus. Inaugnral-Dlasertation, Königsberg 1854. 
Schröter, Über die Entwickelang der Potenzen der elliptischen Transcendenten ^ und 
die Theilnng dieser Functionen. Habilitationsschrift, Breslau 1856. 
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eiue jede solche Formel zur Grundlage eine orthogonale Substitution mit rationalen 
Zahlen als Goefficienten hat^ die Gewinnung charakteristischer orthogonaler Substitu- 
tionen der angegebenen Art. Ein wesentlicher Schritt in dieser Richtung war von 
mir schon im Jahre 1882 gemacht worden, als ich mich mit der Aufgabe beschäftigte, 
aus der von Herrn Prym kurz zuvor gewonnenen, schon oben erwähnten allgemeinen 
Formel eine specielle Formel abzuleiten, die für die Thetafunctionen, deren Charakte- 
ristiken aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind, dasselbe leistet, wie die Riemann'sche 
Formel für die Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus halben Zahlen gebildet 
sind. Die zu diesem Zwecke damals von mir construirte, mit Dritteln ganzer Zahlen 
als Coefficienten gebildete und der in meiner Habilitationsschrift*) aufgestellten Theta- 
formel zu Grunde gelegte orthogonale Substitution liess sich nämlich infolge ihrer 
charakteristischen Bauart ohne Mühe verallgemeinern und führte so zu jener merk- 
würdigen mit r*"*» ganzer Zahlen als Coefficienten gebildeten orthogonalen Substitution, 
welche der am Ende des 5. Abschnittes aufgestellten, schon früher von uns veröffent- 
lichten Formel zu Grunde liegt. In Verfolgung des angegebenen Zieles stellten wir 
uns nun die Aufgabe, alle orthogonalen Substitutionen zu finden, deren Coefficienten 
halbe Zahlen sind, und gelangten bald auch zur vollständigen Losung derselben. Unter 
den so erhaltenen Substitutionen zeichneten sich gewisse durch ihre reguläre Bauart 
aus, und von ihnen ausgehend erhielten wir dann, nachdem wir ihre wahre Natur 
erkannt hatten, durch Verallgemeinerung ähnlich gebaute orthogonale Substitutionen 
mit r'^'" ganzer Zahlen als Coefficienten. Die so gewonnenen charakteristischen ortho- 
gonalen Substitutionen finden sich im 6. Abschnitte; die ihnen entsprechenden Theta- 
formeln dagegen werden im 7. Abschnitte aufgestellt und in Bezug auf ihren inneren 
Zusammenhang untersucht. Der 8. Abschnitt endlich enthält einige für die Anwen- 
dungen wichtige specielle Formeln. 

Schon vor dem Abschlüsse unserer auf die Theorie der Thetafunctionen mit ratio- 
nalen Charakteristiken sich beziehenden Untersuchungen hatten wir uns, angeregt durch die 
Arbeiten der Herren Her mite**), Thomae***) und Weber f), im Laufe des Jahres 1883 
wiederholt mit dem Probleme der Transformation der Thetafunctionen beschäftigt, jedoch 



*) £razer, Ober Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus Dritteln ganzer Zahlen 
gebildet sind. (Mathem. Annalen, Bd. 22, pag. 416) 

**) Her mite, Sur qaelqaes formules relatives ä la transformation des fonctions elliptiques. 
(Jonrnal de Mathem atiques pnres et appliqu^es, S^r. II, t. III, pag. 26) 

Herrn ite, Sur la thäorie de la transformation des fonctions abäliennes. (Comptes 
rendas, t. XL, pag. 249 n. flg.) 

***) Thomae, Die allgemeine Transformation der ^-Fanctionen mit beliebig vielen Variabein. 
Inangnral- Dissertation, Qöttingen 1864. 

t) Weber, Über die unendlich vielen Formen der ^-Function. (Journal für r. u. a. Mathe- 
matik, Bd. 74, pag. 67) 

Weber, Ober die Transformationstheorie der Theta- Functionen, ins Besondere derer 
von drei Veränderlichen. (Aunali di Matematica, Ser. II, t. IX, pag. 126) 
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dabei, der herrschenden Anschauung folgend, nur solche Transformationen in den Kreis 
unserer Betrachtungen gezogen, denen ganze Zahlen a, b, c, b als Transformations- 
zahlen entsprechen. Es war uns aber damals nicht gelungen, unsere Untersuchungen 
in dieser Richtung zu dem gewünschten Abschlüsse zu bringen. Wir hatten uns 
nämlich die Aufgabe gestellt, die Transformation der Thetafunctionen auf demselben 
Wege, den wir für die Ableitung der auf Thetafunctionen mit rationalen Charakte- 
ristiken sich beziehenden Formeln mit Erfolg betreten hatten, also. durch directe Um- 
formung der Thetareihen durchzuführen und auf diese Weise auch die gesammte Trans- 
formationstheorie auf eine von der Methode der unbestimmten Coefficienten unabhängige 
Grundlage zu stellen; bei diesen Untersuchungen waren wir auf Schwierigkeiten ge- 
stossen, die uns zunächst unüberwindlich schienen. Da erkannte Herr Prym im Früh- 
jahre 1885, dass man gewisse Thetaformeln als Transformationsformeln, denen ge- 
brochene Zahlen a, b, C, b als Transformationszahlen entsprechen, auffassen könne, 
und formulirte daraufhin das Problem der Transformation der Thetafunctionen in der 
im 1. Abschnitte des zweiten Theiles mitgetheilten allgemeinen Weise. Damit war der 
Bann gebrochen, der bis dahin auf der Transformationstheorie gelastet hatte, und nun 
konnten wir das Problem der Transformation in dem oben ausgesprochenen Sinne mit 
Erfolg in AngriflF nehmen. 

Zu jeder Transformation gehört eine bestimmte positive Zahl t, die eine ganze 
rationale Function der Transformationszahlen a, b, c, b ist und welche die Ordnungs- 
zahl der Transformation genannt wird. In der älteren Theorie, die nur ganze Zahlen 
als Transformationszahlen kennt, treten für t nur ganze positive Zahlen auf; in der 
vorliegenden Theorie dagegen kann t mit jeder rationalen positiven Zahl zusammenfallen. 
Eine Transformation, für die ^ «= 1 ist, wird eine lineare Transformation genannt, da in 
diesem Falle die ursprüngliche Thetafunction mit den Argumenten u und den Para- 
metern a, von einer einfachen Exponentialfunction abgesehen, sich stets linear durch 
Thetafunctionen mit den Argumenten v und den Parametern h ausdrückt. Der Schwer- 
punkt der neuen Theorie liegt in der linearen Transformation; mit den dahin gehörigen 
Problemen beschäftigten wir uns während der Jahre 1885 — 1887. 

Zunächst leiteten wir durch directe Umformung der Tbetareihe die drei im 
2., 3. und 4. Abschnitte mitgetheilten Transformationsformeln I, II, III^^\ < g ^|), ab. 
Die erste dieser Formeln wird dadurch erhalten, dass man in der Tbetareihe an Stelle 
der p Summationsbuchstaben m durch eine lineare Substitution mit irgend welchen 
rationalen Zahlen als Coefficienten p neue Summationsbuchstaben n unter gleichzeitiger 
Einschiebung eines passend gewählten discontinuirlichen Factors einführt. Die zweite 
Formel, die wohl jedem, der sich mit der Transformationstheorie beschäftigt hat, 
bekannt ist, entsteht dadurch, dass man in der Tbetareihe an Stelle der Parameter a 
neue Parameter b einführt, die sich von den ursprünglichen um ganze Vielfache von 
7ti unterscheiden. Die dritte Formel endlich, die als die Verallgemeinerung einer zu- 



— VIII — 

erst von Jacobi *) für Thetafunctionen einer Variable aufgestellten fundamentalen 
Formel anzusehen ist, wird dadurch erhalten, dass man die jp-fach unendliche Theta-. 
reihe durch Einschiebung eines gewissen den Werth 1 besitzenden Factors in eine 
CP'4-9)'fftch unendliche Reihe verwandelt, bei dieser die Summationsordnung ändert 
und alsdann q der p + q Summationen ausführt. Die directe Ableitung dieser dritten 
Formel gelang uns erst, nachdem Herr Prym die dem Falle p = 1 entsprechende 
specielle Formel auf directem Wege gewonnen und einen strengen Beweis für die 
Zulässigkeit der erwähnten Änderung der Summationsordnung gefunden hatte. Die 
drei durch die Formeln I, II, III^^^ dargestellten linearen Transformationen bezeich- 
neten wir mit T^, T^^, Tjjj{g) und nannten sie elementare lineare Transformationen. 

Die weitere Aufgabe bestand nun yor allem darin, nachzuweisen, dass man 
jede lineare Transformation T aus Transformationen vom Typus T^, T^^, Tj^j zu- 
sammensetzen könne, dann aber auch darin, für jede solche Transformation T die ein- 
fachste Art der Zusammensetzung zu finden. Zu dem Ende betrachteten wir zunächst 
diejenigen, von uns „singulare'^ genannten, linearen Transformationen, bei denen die 
Transformationszahlen b sämmtlich der Null gleich sind, und fanden, dass jede solche 
singulare Transformation 8 sich aus drei, oder in speciellen Fällen aus weniger als 
drei Transformationen vom Typus T^, Tjj zusammensetzen lässt. Nachdem dieser 
einfachste Fall erledigt war, beschäftigten wir uns mit der Zusammensetzung der all- 
gemeinen linearen Transformation aus elementaren, und es gelang uns, auch in diesem 
Falle die gestellte Aufgabe vollständig zu losen. Es ergab sich nämlich, dass man 
jede nicht singulare lineare Transformation T auf mannigfache Weise aus zwei singu- 
lären linearen Transformationen 8\ S" und einer für die Transformation T charakte- 
ristischen Transformation jT^j^^), der Gleichung T = S'T^jj^q) S" entsprechend, zusammen- 
setzen kann, und es zeigte sich zugleich, dass die sämmtlichen linearen Transforma- 
tionen in jp + 1 streng geschiedene, den Typen S, iS'T^^^(i)S", S'T^jj{%)8", . . ., 
8'Tj^j{p)8" entsprechende Classen zerfallen, in dem Sinne, daers eine lineare Trans- 
formation nur einer dieser jp + 1 Classen angehören kann. Die Lösung der gestellten 
Aufgabe erforderte langwierige, mit zahlreichen Schwierigkeiten verknüpfte Unter- 
suchungen. Die erhaltenen Resultate sind im 5. Abschnitte mitgetheilt. 

Eine lineare Transformation kann man, wie schon vorher bemerkt wurde, auf 
mannigfache Weise aus elementaren Transformationen vom Typus Tj, T^jy Tjj^ zu- 
sammensetzen, und es entspricht zugleich einer jeden solchen Zusammensetzung eine 
bestimmte Art der Zusammensetzung der zur Transformation T gehörigen Formel aus 
Formeln vom Typus I, II, III. Je einfacher aber die Zusammensetzung der Trans- 
formation T sich vollzieht, um so einfacher gestaltet sich auch die Zusammensetzung 



*) Jacobi, Fondamenta nova theoriae fanotionum ellipticaram. Königsberg 1829, pag. 165, 
Formel 9. (Gesammelte Werke, Bd. 1, pag. 217, Formel 9) Man vergleiche auch die im Folgenden 
citirte Arbeit von Rosenhain, pag. 396 — 397. 
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der ihr entsprechenden Formel. Dieser Umstand war bei unseren soeben besprochenen 
Untersuchungen über die Zusammensetzung linearer Transformationen aus elementaren 
massgebend. Wir haben die verschiedensten Zusammensetzungen studirt und uns 
schliesslich für die im Texte mitgetheilten als die einfachsten entschieden. Die darauf* 
hin erhaltenen allgemeinen Transformationsformeln erschienen aber zunächst nicht in 
conciser Form; dieselben enthielten vielmehr in den auf ihren rechten Seiten stehenden 
Summen Gruppen von Summanden^ die zusammen die Summe Null hatten und die 
daher aus den Formeln ausgeschieden werden mussten, wenn diese in der ein- 
fachsten Gestalt erscheinen sollten. Erst nach mehrfachen Versuchen und nachdem 
ich insbesondere die bei der Zusammensetzung auftretenden Summen 0[6], JS[t]f die 
von ähnlicher Bauart sind^ wie die sogenannten Gauss'schen Summen ; einer ein- 
gehenden Untersuchung unterzogen hatte, gelang es mir, die Formeln von allen über- 
flüssigen Summanden zu befreien und in die jetzt vorliegende endgültige Gestalt zu 
bringen. Der 6. Abschnitt enthält die so reducirten Formeln, vier an der Zahl; 
dieselben entsprechen den vier bei der linearen Transformation zum Zwecke der Formel- 
bildung unterschiedenen Fällen. Die Zusammenfassung dieser vier Formeln in eine 
einzige Hauptformel und die Specialisirung dieser letzteren für den Fall ganzzahliger 
Transformationszahlen bilden den Äbschluss der auf die linearen Transformationen sich 
beziehenden Untersuchungen. 

Nachdem so das Problem der allgemeinen linearen Transformation der Theta* 
functionen seine vollständige Erledigung gefunden hatte, konnte nun schliesslich auch 
das Problem der nicht linearen Transformation mit Erfolg behandelt und zu einem 
befriedigenden Abschlüsse gebracht werden. Die allgemeine nicht lineare Trans- 
formation kann nämlich unmittelbar aus einer linearen Transformation von allgemeinem. 
Charakter und zwei ganz speciellen nicht linearen Transformationen zusammengesetzt 
werden. Die der ersten dieser drei Transformationen entsprechende Formel ergiebt 
sich ohne Mühe aus der im 6. Abschnitte gewonnenen Hauptformel; die den beiden 
nicht linearen Transformationen entsprechenden speciellen Formeln dagegen sind schon 
im 4. Abschnitte des ersten Theiles abgeleitet worden, können aber auch, ohne Bück- 
sicht auf die dort angestellten Untersuchungen, durch ein directes, wohl zuerst von 
Rosenhain ^) angewendetes Verfahren erhalten werden. Diese drei Formeln, in 
passender Weise zusammengesetzt, lieferten die im 7. Abschnitte mitgetheilte Haupt- 
formel für die nicht lineare Transformation und damit den Schlussstein fOr die ganze 
im zweiten Theile dieser Arbeit entwickelte Transformationstheorie. 

Die vorstehenden Ausführungen werden den Leser über den Inhalt der vor- 
liegenden Arbeit genügend orientirt haben. Es erübrigt nur noch, mit einigen Worten 

*) Rosenbain, Memoire snr las fonctions de deux variables et k qaatre p^riodes, qui 
8ont les inverses des fonctions ultra -elliptiques de la prämiere olasse. (M^moires pr^sent^s par 
divers savants d. Tacad^mie des sciences de Tinstitot national de France. Sciences math. et pbys. 
t. XI, pag. 861) 

KsAZBR und Pbym, Thetafunctionen. b 
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auf die Bedeutung der entwickelten Theorie hinzuweisen. Da ist denn vor allem der 
einheitliche Charakter der angewendeten Methoden zu betonen; es liegt ihnen aus- 
schliesslich das Princip der directen Umformung der Thetareihe zu Grunde, Nur 
durch conseqnentes Festhalten an diesem Principe konnte das vorgesteckte Ziel; die 
Theorie der Thetafunctionen auf naturgemässe Weise zu entwickeln, erreicht werden. 
Auf Grund der Untersuchungen des ersten Theiles stehen jetzt die Thetafunctionen, 
deren Charakteristiken aus r'^'* ganzer Zahlen gebifdet sind, gleichberechtigt neben den 
bis jetzt fast ausschliesslich betrachteten Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus 
halben Zahlen gebildet sind. Die Untersuchungen des zweiten Theiles dagegen haben 
die Transformationstheorie von den bisher bestandenen Beschränkungen befreit und 
die endgültige Losung der dahin gehörigen Grundprobleme gebracht Im. Übrigen 
glauben wir weniger auf die gewonnenen Resultate als auf den Umstand Gewicht 
legen zu sollen, dass unsere Untersuchungen der mathematischen Forschung ein neues, 
weites Arbeitsfeld eroffnen. 

Von der Aufnahme, die dieser Auszug findet, wird es abhängen, ob wir später 
einmal unsere gesammten auf die Thetafunctionen sich beziehenden Arbeiten ver- 
öffentlichen. 

Strassburg i. E., im Oktober 1891. 

A. Krazer. 
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Erster Abschnitt. 

Ober die Convergenz der Thetareihe. — Einige Deflnitionen, Formeln nnd 

Sätze ttber Thetafoinctionen. 



1. 

Unter einer ^-fach unendlichen Thetareihe versteht man eine jp-fach unendliche 
Reihe, bei welcher der Logarithmus des allgemeinen Gliedes eine ganze rationale Function 
zweiten Grades der p Summationsbuchstaben ist. Eine solche Reihe kann, wenn man 
die Summationsbuchstaben mit m^f m^, , , . ^ mp bezeichnet, immer in die Form: 

m^SB— OD f7lu= 00 

gebracht werden, bei der die ii?Op + 1) Grössen a^^' = a^/^, die p Grössen 6^ und 
die Grösse c von m^, m^, . . . , Mp unabhängig sind. 

Die erste Frage ist die, welche Bedingungen die Grössen a, b, c erfüllen müssen, 
damit die aufgestellte Reihe absolut convergire. Bezeichnet man aber den reellen Theii 
von üfifjt' mit r^^', so ergibt sich sofort als nothwendige Bedingung für die absolute 

Convergenz der Thetareihe die, dass der Werth des Ausdruckes: 

^==p ^'=p 
H ^=^ 21 2J T^^'m^nifj^' 

stets gegen — oo gehe, wenn irgend welche der p ganzen Zahlen m ihren absoluten 
Werthen nach über alle Grenzen wachsen, und es lässt sich weiter an der Hand der 
dann immer bestehenden Darstellung von i2: 

\ '^ii '^11 Ml / 

I I S 




^22 / 



PP 



+ -(ß^ W 



rp_i p_i 



zeigen, dass diese als nothwendig erkannte Bedingung für die absolute Convergenz der 
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* 

Thetareihe auch hinreichend ist; in dieser Gleichung bezeichnet allgemein r^^l die De- 
terminante: 





»•u 




^2 




• • • Tiv—i Via 




• 


1 


^22 

• 


• 


• • r2r— 1 ^2a 


• 


; *"•— 


11 


r,.- 


12 ' 


• • r,^i,— irv_i(, 




ryi 




>V2 




• • r^i^i r^a 



wobei Vf Qj fS Zahlen aus der Reihe 1, 2, •••;!' bezeichnen ^ die auch theilweise oder 
sämmtlich einander gleich sein können^ und der Fall t/ = 1 in der Weise aufzufassen 

ist^ dass die Determinante r^^l sich alsdann auf das einzige Element r^a reducirt. 

Die angeschriebene Darstellung von jB zeigt aber weiter, dass die für die Form 
H gefundene, zur absoluten Convergenz der jp-fach unendlichen Thetareihe nothwendige 
und hinreichende Bedingung durch das System der jp Bedingungen: 

.(2) ^(3) Ap) 



'^^^ ^<o, S<ö--,4A 



*"ll ^22 *p— lj>— l 

und dieses endlich durch die Bedingung, dass die quadratische Form 22 eine negative Form 
sei, ersetzt werden kann. 

2. 
Unter der Voraussetzung, dass für reelle x der reelle Theil der Form: 

^=1 .«'=1 
eine negative quadratische Form ist, kann die Form J., unter Anwendung einer der 
früheren analogen Bezeichnung, gemäss der Gleichung: 

fld) od) fld) 

'•ii "ii "ii 

«22 




pp 
'*p-lp—l 



+ rrS-,- (^.)^ 



als Summe von p Quadraten linearer Functionen der x dargestellt werden, und man 
erkennt zugleich, dass die reellen Theile der p Grössen: 



.(1) 



■^22 **33 -jDp 



«11 «22 **p— 1/»— 1 

sämmtlich negative Werthe haben. Die Determinante a^^j ist mit der Determinante 

-2^+^11^22 • • • ^pp ^er quadratischen Form A identisch, und es folgt daher auch, dass 
diese Determinante stets einen von Null verschiedenen Werth besitzt. * 
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3. 

Man gehe jetzt auf die in Art. 1 aufgestellte allgemeine Thetareihe zurück, 
nehme an, dass die reellen Theile der in ihr vorkommenden Grössen a die angegebenen 
fQr die absolute Convergenz der Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
erfüllen, und betrachte die Grossen b als unabhängige complexe Veränderliche. Der 
Werth der Reihe soll als Function dieser Veränderlichen aufgefasst und, nachdem man 
noch statt des Buchstabens i den Buchstaben w gewählt, die Grösse c aber gleich Null 
gesetzt hat, mit d'{Wi { tc;^ { . . . \wp) bezeichnet werden, sodass also: 

»{w,\w,\...\w;)= 2 ■■"2' <-'^^'""' ""' 

iw^ — CO Tn„ 00 

ist. Die Function •9'(te?i | Wg I • • • I ^p) is* dann eine einwerthige und für alle endlichen 
w auch stetige Function der complexen Veränderlichen w^y w^, . - ., Wp, welche den 
Gleichungen: 

(Iq) ^{u\ I . . . I M?v + ä/ ! . . . I Wp) = d'(Wi I . . . , l^v ■ . . ; Wp) , _ 

{2q) d'iw^ + «iv i . . . I M> + apy) = d'{ii\ \.. .\Wp) e- ^•^'-«yv ' 

genügt 

In die in Art. 1 aufgestellte p-fach unendliche Thetareihe führe man weiter an 
Stelle der Grössen 6^, 62 > • • • > ^p ^^® Grössen w^ + c^, w?^ "f" ^2> " »y f^p -]- Cp ein, indem 
man unter w^, w^, . . .^Wp wieder unabhängige complexe Veränderliche, unter c^, c^, . . .,Cp 
willkürliche complexe Gonstanten versteht. Bringt man dann, was immer und nur auf 
eine Weise möglich ist, dieses Constantensystem mit Hülfe reeller Grössen g, h in die 

Gestalt: 

fi—p n=^p n—p 

und setzt gleichzeitig: 

h=p h'^p f=p 

c = 2; E a^^'gf^gju' + 2 E g^,(wu + huTci), 

so entsteht die allgemeinere Function: 

fl=p fi'z=p ^i=p 

mi= — y> m ^=s — oo 

welche ihrer Entstehung gemäss mit der vorher gewonnenen einfacheren Function 
%{w^ I • • • I ^p) durch die Gleichung: 

^Lä! " ?JO^'i I • • • I w'/^) = '^Cw'i + K'^^ + ^ ^/*«i/" I • . • i W'p + *p3r* + ^ 9h^Pti) 
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verknüpft ist und in dieselbe übergeht, wenn die Grössen g^ h sämmtlich den Werth 

Null annehmen. Jede Function von der Form •9'L|]../J(m7i |...| ifp) soll eine Theta- 

function genannt werden. Entsprechend den Gleichungen (l^), (2^) bestehen für sie 
die Gleichungen: 

(1) *[r.::?](«'ii-..|«',+«i|...|«',)=*[»;:::;]Ki...h,|...|«;^)e»"'", 

(2) »[^■::?]K+ai.|...i«;,+a,,) = *p::::?]Ki-.-i«'p)e-*"'-''"'-"'''''. 

Das Symbol [a[...a^J möge die Charakteristik der Thetafunction heissen und, 
wenn kein Missverständniss zu befürchten ist, kürzer mit 1^1 bezeichnet werden. Die 

Charakteristik ^ . ^, = a^+a'^ ! . / 4-*^ möge die Summe, die Charakteristik 

\IZ[\ = [IJIIJ.7. I^IIjJ die Differenz der Charakteristiken [^J , [j,] genannt 

werden. Eine Charakteristik, deren Elemente für i/ = 1, 2, . . .,p den Bedingungen 
0^^v<l, 0^&v<l genügen, möge eine Normalcharakteristik genannt werden. 

Zwei Charakteristiken [j], [JJ sollen congruent genannt werden, wenn ihre ent- 
sprechenden Elemente sich nur um ganze Zahlen unterscheiden; im anderen Falle 
mögen sie incongruent heissen. Eine Function ^[^JCtc'il-**!^/)); deren Charakteristik 
eine Normalcharakteristik ist, möge eine Normalfnnction genannt werden. Zwei 
Functionen -ö" [j] (w'i | • • . | ^p) und d' [j, J (w^ | . . . | Wp) sollen nicht wesentlich verschieden 

genannt werden, wenn ihre Charakteristiken einander congruent sind; im anderen Falle 
mögen sie wesentlich verschieden heissen. 

Die p Grössen w^^ w^j . . ., ifp sollen die Argumente, die il?CP + 1) Grössen 
ö/4/i' = ö/u> die Parameter der Thetafunction genannt werden* In den Fällen, wo die 
Ausdrücke für die Argumente einer Thetafunction sich nur durch untere Indices unter- 
scheiden, möge es erlaubt sein, hinter dem Functionszeichen nur den allgemeinen 
Ausdruck für die Argumente mit Weglassung des Index in doppelte Klammern ein- 
geschlossen zu schreiben, also O" m((wl) statt 'ö'Rl (w, | . . . | Wp) ; im Anschlüsse daran 

möge dann das Grössensy stem w^^ | . . , | w^^ einfacher mit (to), ein System w?! + ifci | . . . | M;|p + Äp 
mit (tv + Ä), und endlich noch ein System von der Form: 

H^p fi=^p 

w^ + Ai«i + H g^aif, \-"\Wp + hpiti + H gfiüpf,, 

wenn es das Argumentensystem einer Thetafunction mit den Parametern a bildet, 

symbolisch mit {w -{- k j bezeichnet werden. Das Vorhandensein der Parameter a 

soll nur dann bei der Bezeichnung der Function und zwar in der Form '^f^lC^Da 

Eum Ausdruck gebracht werden, wenn gleichzeitig Functionen mit verschiedenen Para- 
metersystemen betrachtet werden. 
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Es sollen noch einige Formeln aufgestellt werden^ die im weiteren Verlaufe 
der Arbeit als Hülfsformeln wiederholt zur Anwendung kommen. Zu dem Ende mögen 
unter fl^i, . . . , gj,, h[, ...,hp irgend welche reelle Constanten^ unter ^j, . . . , q>p, ^u "•ytp 
dagegen irgend welche ganze Zahlen verstanden werden; es bestehen dann die Formeln: 






*[:::;:::::::;:]M=4::;::a(w«-^ 
4:::::::]«-«'i=*[:r.:::a(M> 



2 2? yPu^u^^ 



'fl^ll 



(D) »[l]{w-{- 






Die früher aufgestellten Gleichungen (1), (2) sind als specielle Fälle in der Formel (D) 
enthalten. 

4. 

« 

Es sollen jetzt speciell Thetafunctionen mit rationalen Charakteristiken , d. h. 
solche^ deren Charakteristiken nur rationale Zahlen als Elemente enthalten, betrachtet 
werden. Eine Thetafunction mit rationaler Charakteristik kann stets in die Form: 



«• 



r 



r 
r 



(Wl I . . . I Wp) 



gebracht werden, wobei r eine positive ganze Zahl, die s, s' irgend welche ganze 
Zahlen bezeichnen. Diese Function soll eine zur Zahl r gehörige Thetafunction ge- 
nannt, und von allen diesen Thetafunctionen soll gesagt werden, dass sie die zur Zahl r 
gehörige Gruppe von Thetafunctionen bilden; in dieser Gruppe kommen r^^ Normal- 
functionen vor, und jede andere Function der Gruppe ist von einer dieser r*^ Normal- 



functionen nicht wesentlich verschieden. Die Charakteristik 



r r r 

r r r 



soll, 



wenn dadurch kein Missverständniss zu befürchten ist, zur Abkürzung mit \y\ und 

entsprechend die zugehörige Thetafunction mit 'Ö'^t-jC^I bezeichnet werden. 

Die v^^ zur Zahl r gehörigen Normalfunctionen sind stets linear unabhängig, 
d. h. es kann zwischen ihnen, so lange die vo den Charakter unabhängiger Veränder- 
lichen haben, niemals eine Eelation von der Form: 



0, 1, • •% r—i 



' . «. 



^ 



• • •< 



i» 



'1 » • • • » 'jj 



u » 



r 



y 

r 
r 



W = o 
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bestehen, bei der die t^^ Buchstabeu C^. ^, von w^, ..., Wp unabhängige Grössen 

bezeichnen, die nicht alle den Werth Null besitzen. 

Der Quotient irgend zweier zur Zahl r gehörigen Thetafunctionen soll ein 
zur Zahl r gehöriger Thetaquotient genannt, und von allen diesen Quotienten soll 
gesagt werden, dass sie die zur Zahl r gehörige Gruppe von Thetaquotienten bilden. 
Ein jeder solcher zur Zahl r gehöriger Thetaquotient: 



Qr (ti\ 



Wp) = 






genügt den Gleichungen: 

und ist also eine 2p -fach periodische Function 

w^\w^\ , , *\iVp, welche die 2 p Grössensysteme: 



%) 



W^v I • • • ! Wp), 
Wp) 



(^ = 1,2,.. .,p) 



der coraplexen Veränderlichen 



mi I 
r%i 



, 
, 



r^ii I »"021 1 • • • I ^«pij 



ra 



12 



ra 



22 



Tüp^y 



I I ... I rni 



ruip I ra^p 



ra 



pp 



als Periodensysteme besitzt. Ist umgekehrt der aus irgend« zwei Thetafunctionen ge- 
bildete Quotient Q{wi . . . j Wp) eine 2p -fach periodische Function der complexen Ver- 
änderlichen w^y...,Wp^ welche die soeben angeschriebenen 2p Grössensysteme als 
Periodensysteme besitzt, so kann man die Function Q(w^\ - . *\ Wp) von einem con- 
stanten Factor abgesehen immer durch Einfuhrung passend gewählter neuen Ver- 
änderlichen w^, . , .,Wp in eine Function Qr(Wi | . . . | Wp) der vorher betrachteten Art 
verwandeln. Man erkennt daraus, dass die Bedingung der Periodicität, sobald man 
sie für den Quotienten irgend zweier Thetafunctionen stellt, mit Nothwendigkeit auf 
Thetafunctionen mit rationalen Charakteristiken führt, und weiter auch, dass die Ein- 
theilung dieser letzteren Functionen in Gruppen, wie sie oben gemacht wurde, eine 
wohlberechtigte ist, da allen aus je zwei Thetafunctionen einer Gruppe gebildeten 
Quotienten die nämlichen, der. betreffenden Gruppe eigenthümlichen 2p Periodensysteme 
zukommen. Die r*^ — 1 speciellen zur Zahl r gehörigen Thetaquotienten, welche ent- 
stehen, wenn man die von '9'[0] ([«;]) verschiedenen r*^ — 1 zur Zahl r gehörigen 
Normalfunctionen durch ^[0]{w)) theilt, sollen die zur Zahl r gehörigen Normal- 
quotienten genannt werden. Bei dex Untersuchung der zur Zahl r gehörigen Theta- 
functionen und Thetaquotienten wird man sich auf die Betrachtung der r^^ Normal- 
functionen und r^^ — 1 Normalquotienten als Grundfunctionen beschränken. 

Die in den weiteren Abschnitten dieses ersten Theiles durchzuführenden 
Untersuchungen beziehen sich ausschliesslich auf Thetafunctionen mit rationalen 
Charakteristiken. Der Zweck dieser Untersuchungen ist die Aufdeckung der zwischen 
den genannten Functionen bestehenden Beziehungen. 



Zweiter Absclmitt. 

Algebraische Untersachangen. 



1. 

Die am Ende des Yorigen Artikels erwähnten Beziehungen zwischen Theta- 
functiouen mit rationalen Charakteristiken gelangen durch Formeln zum Ausdrucke, 
die sämmtlich aus einer einzigen Fundamentalformel abgeleitet werden können. Um 
eine Grundlage für die Herstellung dieser Fundamentalformel zu gewinnen, empfiehlt es 
sich, zuvor die nachstehende algebraische Untersuchung anzustellen. 

Gegeben seien die beiden quadratischen Formen: 

A = "7 "7 (jC"^4^ + <C^M + • • • + a';h';W) , 

dabei seien die np Veränderlichen x ebenso wie die np Veränderlichen y von einander 

unabhängig, es seien ferner die Grössen a)f^' = a|[f']L sämmtlich von Null verschieden 
und ausserdem so beschaffen, dass fär reelle x der reelle Theil der Form A eine 

negative quadratische Form ist, es seien dagegen die Grössen &|lf^' »= &|[f'|L zunächst 
keinen Bedingungen unterworfen. Man stelle die Frage, welchen Bedingungen die 
Grössen a, h noch genügen müssen, damit die Form A in die Form B übergeführt 
werden könne durch eine lineare Substitution mit nicht verschwindender Determinante 
von der Form: 



(5.) 



('S) 

^?' --«^ + -ry^*^ + ••• + »:? Vw 

^ = 1, 2, ...,p, 

deren CoeMcienten r sämmtlich rationale Zahlen sind, und deren Systeme (<S>x), {S^, . . ., (Sp) 
nicht zerfallen; dabei wird ein System (Sn) ein zerfallendes genannt, wenn in Folge des 

Verschwindens gewisser seiner Coefficienten rjf ' m der n Grössen yjj' , y^\ . . ., yJT' nur 

Kbazib and Pstm, ThetaAuotlonen. 2 
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in m der n Gleichungen des Systems (5^) vorkommen, und zugleich diese m Gleichungen 
keine der n — m übrigen Grossen y enthalten. 

Als nothwendige und hinreichende Bedingung für die Möglichkeit dieser Über- 
führung findet man, dass die Coefficienten a, b der Formen A, B sich in die durch 
die Gleichungen: 

bestimmte Gestalt bringen lassen, wobei die a^^' =* a^'^ Grössen bezeichnen, die sämmt- 
lich von Null verschieden und ausserdem so beschajffen sind, dass für reelle x der reelle 
Theil der Form SEa^f^'X^^x^ eine negative quadratische Form ist, wobei ferner die 

fy g von Null verschiedene, im übrigen aber keinen Bedingungen unterworfene rationale 
Zahlen sind^ und wobei endlich die j), q positive rationale Zahlen von der Beschaffen- 
heit bezeichnen, dass für die mit ihnen als Coefficienten gebildeten Formen: 

P = iP) rr(i)* + |)(«)x(«)* H 1- ^(«) a^r,)^ , 

eine nicht zerfallende lineare Substitution von der Form: 

^(1) = ^(n)y(l) ^ ^(I2)y(2) -j [- t^ln)y(n) ^ 

,y. a;(2) =, ^(21)y(l) + {.i^'^-yi^) ^ ^ i^^n)y{n) ^ 

deren Coefficienten sämmtlich rationale Zahlen sind, existirt, welche die Form P in 
die Form Q überführt. 

Erfüllen die Coefficienten a, h die angegebenen Bedingungen, so entspricht zu- 
gleich jedem solchen Systeme von n^ rationalen Zahlen t eine in ihren Coefficienten r 
durch die Gleichungen: 

'' ~" /(e) \ /4 =1, 2, ....p/ 



f* 



bestimmte, in ihren partiellen Gleichungensystemen (SJ, (Sg), . . ., (8p) nicht zerfal- 
lende Substitution (ß) mit rationalen Zahlen als Coefficienten und nicht verschwindender 
Determinante, welche die Form A in die Form JB überführt, und es umfasst die Ge- 
sammtheit der auf diese Weise construirbaren Substitutionen (S) alle überhaupt exi- 
stirenden Substitutionen der angegebenen Art, welche die Form A in die Form B 
überführen. 

Man wird hier noch bemerken, dass die in der angegebenen Weise gebildeten 
Substitutionen (5), insofern als ihre Coefficienten von den Grössen a^^^ vollständig un- 
abhängig sind, die Überführung der Form A in die Form B auch dann noch bewirken^ 
wenn man bei den in A und B vorkommenden Grössen a^^' von den oben gestellten 
Bedingungen absieht. 



M 
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2. 

Auf Grund des im vorigen Artikel Gefundenen reducirt sich die Aufgabe, alle 
den gemachten Voraussetzungen entsprechenden Formenpaare A, By welche so beschaffen 
sind, dass die Form Ä sich durch eine Substitution (S) von der angegebenen Art in 
die Form B überführen lässt, zu bestimmen und zugleich für jedes solche Formenpaar 
alle Substitutionen (S) der angeführten Art, welche diese Überführung bewirken, an- 
zugeben, auf die einfachere, alle mit positiven rationalen Zahlen p, q als Goefficienten 
gebildeten Formenpaare P, Q, welche so beschaffen sind, dass die Form P sich durch 
eine nicht zerfallende lineare Substitution (T), deren Goefficienten t sämmtlich rationale 
Zahlen sind, in die Form Q überführen lässt, zu bestimmen und zugleich für jedes solche 
Formenpaar P, Q alle Substitutionen (T) der angeführten Art, welche diese Überführung 
bewirken, anzugeben. Diese Aufgabe soll jetzt behandelt werden. Dabei nehme man 
an, was ohne Beschränkung der Allgemeinheit geschehen kann, dass die Form P eine 
willkürlich gewählte sei. Die vorher gestellte Aufgabe kommt dann darauf hinaus, zu 
der willkürlich gewählten Form P alle nicht zerfallenden Substitutionen T zu finden, 
welche die Form P in Formen Q überführen. 

Man kann zunächst eine specielle Substitution: 

a;(l) = _pWy(l) 4. jp(3)y(2) + |jWy(3) -| 1- pin-l)y(n-2) «|_ |j(n)y(n-l) J^ y{n) ^ 

a;(2) = S^^iyd) + p(«)t/:2) ^ ^(4)y(3) _j_ 1. pin-l)y{n-2) ^ p(n)y(n-l) _j. y(n) ^ 

^(3) ^ _ 5(2)y(2) _|_ ^(4)y(3) .j 1. ^(«-l)y(„-2) ^ p(n)y(n-l) _|_ y{n) ^ 

^.(n— 1) ^= 6(n-2)y(n-2) ^ pin)y(n—l) _j_ y{n) ^ 

/p(») = 5(»-l)y(n— 1) ^ y(n) ^ 

wobei für 1/ = 1, 2, . . ., n: 

pH) -|. pm ^ 1- piv) ^ ^(v) 

gesetzt ist, angeben, durch deren Anwendung die Form: 

in eine Form Q, nämlich in die Form: 

Übergeht, und sodann aus dieser Substitution die allgemeinere: 

•^(1) = ^a)|((2)p(2)y(l) -j- ti^) p) pi^) yi^) -I 1- p)tin)pin)^n-\) ^ p) ^n) ^ 

a;(2) = — I(l)j^(l) + i(2)^(8)p(8)y(«) -I [- ^W^(«)^(«)y(«-1) 4. /(2)y(»), 

/^v ^(8) ^ _ SW^2) -|- . . . -|- ^(8)i(»)p(»)y(»-l) -|- ^(3)y(n) , 

^») ,^ 5(n-l)y(n-i) _|_ i{n)y^n) 

ableiten, in der für v = 1, 2, . . ., n : 
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gesetzt ist, und durch welche die Form P in die Form: 

übergeführt wird. Bei dieser Substitution (T) sollen ^i) , <W , . . ^ ^^"^ von Null ver- 
schiedene rationale Zahlen bezeichnen; man wird aber bemerken, dass das Gleichungen- 
system (T) auch dann noch eine, wenn auch zerfallende, Substitution, welche die Form 
P in eine Form Q überführt, darstellt, wenn man die Grossen <W, ^®>, . . ., ^«) theil- 
weise oder auch insgesammt der Null gleich setzt, für t^^^ dagegen die gemachte Vor- 
aussetzung aufrecht hält. Setzt man dagegen ^^^ «= 0, oder, um sogleich den allge- 
meinsten Fall einzuschliessen , fi^^ = t^^^ = , . . = <(») £= 0, während t^^"^^^ von Null 

verschieden sein soll, so verliert das Gleichungensystem (T) seinen ursprünglichen Cha- 
rakter, da in diesem Falle die ersten v Gleichungen desselben in rr^^^ = 0, a;^^^ = 0, 
. . . ^ a^*) ae: Q übcrgeheu. Entfernt man aber dann diese v Gleichungen aus dem 

Gleichungensysteme (T) und setzt an ihre Stelle die Gleichungen ar^^^ = j/^), a:^*) = j/(^) 
. . . , a;^") = y^^\ so stellen diese zusammen mit den n — v noch übrigen Gleichungen 

des in der angegebenen Weise specialisirten Systems (T) eine zerfallende Substitution 

(Tq) dar, welche die Form P in eine Form Q überführt, und welche im Folgenden als 
der den Werthen ^^) = <(*> = . . . = ^'»O = 0, <("+*) =f= entsprechende specielle Fall der 

Substitution (T) angesehen werden soll. 

Die gewonnene Substitution (T), die im Folgenden, insofern sie zur Zahl n ge- 
hört, mit (T^^) bezeichnet werden soll, ist von besonderer Wichtigkeit. Man kann 
nämlich eine jede Substitution (T ), welche die Form P in eine Form Q überführt, 
in der Form (T^*^) = (T^**^) (T ^''^) zusammensetzen aus einer in ihren Parametern t 

passend bestimmten Substitution (T^*^) und einer Substitution (T^"^), welche aus der 
Gleichung x^"^^ = y^**^ und einem die Grösse y^'*) nicht mehr enthaltenden Systeme von 
n — 1 Gleichungen besteht, das, für sich betrachtet, eine zur Zahl n — 1 gehörige 
Substitution (T^«—^)) bildet. Ist dies geschehen, so kann man in derselben Weise die 
Substitution (t^"^^^) in der Form (T^'*-^^) = (r^^-i)) (r'(»-i)) zusammensetzen aus einer 

in ihren Parametern passend bestimmten Substitution (T^**""^^) und einer Substitution 
(T'('*""^)), welche aus der Gleichung a:'»— ^) «= j/('»-i) und einem die Grösse y^"— ^) nicht mehr 
enthaltenden Systeme von n — 2 Gleichungen besteht, das, für sich betrachtet, eine 
zur Zahl n — 2 gehörige Substitution (Z^**-*)) bildet. Fährt man so fort, so ergiebt 
sich schliesslich, dass jede Substitution (7^*0, welche die Form P in eine Form Q 
überführt, mag dieselbe eine zerfallende oder eine nicht zerfallende sein, sich aus n 

Substitutionen von der Gestalt (T^'*^, (T^'*"*0, •-., (T^*0, (T^'O beziehlich, unter Hin- 
zunahme identischer Substitutionen, zusammensetzen lässt. Beachtet man dann noch, 
dass man auch umgekehrt immer wieder eine zur Zahl n gehörige Substitution (T), 
welche die Form P in eine Form Q überführt, erhält, wenn man in derselben Weise, 
wie es soeben zur Erzeugung einer gegebenen Substitution (T^**)) geschehen ist, n Sub- 
stitutionen von der Gestalt (T^'O, (T^'*''^, ..., (T^'O, (T^'^) beziehlich, unter Hinzu- 
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nähme identischer Substitutionen, zusammensetzt, so ergibt sich schlies^ich, dass man 
alle Substitutionen (T), welche die Form P in Formen Q überführen, erhält, wenn 
man bei der soeben definirten Substitution (T^")) die in den n erzeugenden Substitu- 
tionen (T) im allgemeinen Falle vorkommenden ^n(n -^ 1) Parameter sich im Gebiete 
der rationalen Zahlen frei bewegen lässt, jedoch so, dass niemals die in derselben er- 
zeugenden Substitution vorkommenden Parameter gleichzeitig den Werth Null annehmen. 
Damit kann aber die Aufgabe, alle Substitutionen (T), welche die Form P in Formen 
Q überführen, und daher auch die früher gestellte speciellere, alle nicht zerfallenden 
derartigen Substitutionen (T) anzugeben, als gelöst betrachtet werden. 



3. 

In diesem Artikel soll noch gezeigt werden, wie man alle Substitutionen (T), 
welche eine gegebene Form P in eine gleichfalls gegebene Form Q überführen, er- 
halten kann, sobald eine Substitution (T) bekannt ist, welche diese Überführung be- 
wirkt. Bei der Losung dieser Aufgabe erkennt man sofort, dass man, sobald eine Sub- 
stitution (T) = (2"), welche die Form P in die Form Q überführt, bekannt ist, 
alle überhaupt existirenden Substitutionen (jT), welche diese Überführung bewirken, 
aus der Gleichung (T) = (T') (K) erhält, wenn man darin an Stelle der Substitution 
(K) der Beihe nach eine jede der überhaupt existirenden mit rationalen fahlen als 
Coefßcienten gebildeten Substitutionen, welche die Form Q in sich überführen, treten 
lässt, und hat damit die gestellte Aufgabe auf die einfachere zurückgeführt, alle mit 
rationalen Zahlen Je als Goefßcienten gebildeten Substitutionen {K) zu bestimmen, welche 
die Form Q in sich überführen. Die Lösung dieser Aufgabe soll jetzt zum Schlüsse 
für eine beliebig gewählte Form Q angegeben werden. 

Versteht man unter l^f^*^ (^, v = 1, 2, . . . , n) irgend n^ rationale Zahlen, für 
welche die Gleichungen: 

liQQ) = -L li^o) I lia0 ^ ^'' « = 1,2. . . . . «\ 

bestehen, und deren Determinante L in Folge dessen einen von Null verschiedenen 
Werth besitzt, und setzt alsdann, indem man die Adjuncte von V^^^ in der Determinante 
L mit A^^*'^ bezeichnet und unter e^^^ e^^^ . . , e^**) eine beliebige aus den Zahlen + 1, 
— 1 als Elementen gebildete Variation versteht: 

JtW == e^(^^— r-P^ . ¥(f^) = £(?) ^^^, l^> ^ = 1' «'■••' »\ 

so führt die mit diesen rationalen Zahlen Ic als Coefficienten gebildete Substitution: 

/^x a;(2) = W^) y(i) + A;(") j/s) + . . . + Wn)^n)^ 
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stets die Form: 

Q^ = ^^) a;(0' + ^(2) a;(2)* 4. . . . + g(») a^n)^ 

in die Form: 

Qy «= ^1) yd)* + g(i) y(8)» + . . . -f. ^«) y(»)' 

über^ und es wird zugleich durch die Gleichungen (£) unter den über die Grössen l, s 
gemachten Voraussetzungen die allgemeinste derartige Substitution dargestellt. 
In der Substitution (^K) ist als specieller Fall die Substitution: 

^(1) = ^^_iy(l) + ^ ?1_ y(8) 4 Pf ?5L_ y(n)^ 



(K) ^^'^ = ^ -7- 2/^^^ + ^-^.—!/^^ + ••• + * -V S^'*^ 



— y^'^ + « ^ — «/'^ -I h « - g- 

wobei « = + 1, und: 

gd) -(- g(2) -!-...-(- ^(n) = s 

gesetzt ist^ enthalten, die man als die einfachste nicht zerfallende Substitution (£), 
welche die Form Qx in die Form Qy überführt, ansehen kann, und aus der man sofort 
die allgemeinere derartige Substitution: 

^i) := £ ?_ y(l) -(- £ _ ^ j/*) + • • • + ^ J/^'*\ 

8 8 8 

/^^ ^^ ^ == « — ^-^- r^ + ^ — ^= jr^^ + • • • + « — =^^— jr^s 

\^SS.) 8 8 8 

8 8 8 

wobei « = + 1, und: 

g(l) ^D' ^ g(2) ^2)> + . . . ^ ^») ^(n)* ^ 5 

gesetzt ist, ableiten kann. Bei dieser Substitution bezeichnen t^^\ t^^^, . . . , t^^^ zunächst 

von Null verschiedene rationale Zahlen. Da aber die Substitution (E) auch dann noch 
eine, wenn auch zerfallende, Substitution, welche die Form Qx in die Form Qy über- 
führt, darstellt, wenn man die Grossen t theil weise der Null gleichsetzt, so soll für das 
Folgende die Bedingung, dass die t sämmtlich von Null verschieden seien, fallen ge- 
lassen werden. 

Die gewonnene Substitution (K), die im Folgenden, insofern sie zur Zahl n 

gehört, mit (K^'*^ bezeichnet werden soll, ist für die Substitutionen {K) von derselben 

Bedeutung, wie die im vorigen Artikel aufgestellte Substitution (T) für die dort be- 
handelten Substitutionen (T). Es kann nämlich gezeigt werden, dass jede Substitution 
(^"^), welche die Form Qx in die Form Qy überführt, sich aus n Substitutionen von 
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der Gestalt (K^"0, (K^""'0; •••; (^^^"0, (K^'O beziehlich, unter Hinzunahme identischer 
Substitutionen, zusammensetzen lässt, und daraus folgt weiter^ dass man^ da auch um- 
gekehrt immer wieder eine zur Zahl n gehörige Substitution {K), welche die Form 

Qx in die Form Qy überführt, entsteht, wenn man n Substitutionen (K^"^), (K^**"^^), ..., 

(K^*^), (K^^^) in dieser Weise zusammensetzt, alle Substitutionen (K), welche die 
Form Qsc in die Form Qy überführen, erhält, wenn man die in den n erzeugenden 

Substitutionen (K) vorkommenden ^ n(n + 1) Parameter sich im Gebiete der rationalen 
Zahlen frei bewegen lässt, jedoch so, dass niemals die in derselben erzeugenden Sub- 
stitution vorkommenden Parameter gleichzeitig den Werth Null annehmen, und zugleich 
einer jeden der n in den n erzeugenden Substitutionen vorkommenden zweiten Ein- 
heitswurzeln unabhängig von den übrigen sowohl den Werth + 1 als auch den Werth 
— 1 annehmen lässt. 



Dritter Abschnitt. 

Aufstellung der Fundamentalformel des ersten Theiles. 



1. 

Gegeben seien zwei quadratische Formen: 



fi=p fi ==p 






ft=p ^i'=p 



die in ihren Coefficienten a, h so beschaffen sind, dass der reelle Theil einer jeden von 
ihnen eine negative quadratische Form ist^ und dass zu ihnen eine Substitution (5) 
der früher angegebenen Art existirt, welche die Form A in die Form B überführt. 
Weiteren Bedingungen sollen die Formen A^ B nicht unterworfen sein, und es soll auch 
Yon der im vorigen Abschnitte eingeführten Beschränkung, dass die die Substitution 
(8) bildenden partiellen Gleichungensysteme (5j), (S^, . . . , {Sp) nicht zerfallen, hier 
abgesehen werden. In diesem Artikel soll gezeigt werden, dass jeder Substitution (S) 
eine charakteristische Thetaformel entspricht, und es soll zugleich die alle diese For- 
meln umfassende Fundamentalformel aufgestellt werden. 

Zu dem Ende ordne man einer jeden der n quadratischen Formen: 

eine Thetafunction, welche die Coefficienten der betreffenden Form als Parameter ent- 
hält, zu, also für V = 1, 2, . . . , n der Form A^^^ die Function: 



m.«4-« m -J-« ''y^^ ?"«("> J''>J'')j.9'"'r J") J"^ 

indem man dabei unter Wi'^ w^^^ . . . , Wp^ beliebige complexe Veränderliche versteht, und 
bilde das Product der n Functionen ^iu^^\{\), '^((w^^^))a(2}j • • •> ^{^^''\{n)\ ^^^ erhält 
dann die Gleichung: 
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(F) 



*((«<^'i(i) H»^'%v ■ • • »¥'%'.) 



L'"'J ["*pJ 

bei der für ft => 1 , 2 , . . . , p das System der n Summationsbuchstaben »»{,'' , »tjf * , . . . , mj,"' 
abgekürzt mit [m^] bezeichnet ist, und das dem bestimmten Index (i entsprechende 

Zeichen 2J andeuten soU^ dass nach jedem der n Summationsbuchstaben 

^^\ vi^^\ . . . , w{r^ von — oo bis + ^^ zu summiren ist. 

Die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende np-fach unendliche Beihe 
soll jetzt dadurch umgeformt werden*), dass man an Stelle der Summationsbuchstaben 
m neue Summationsbuchstaben n einführt mit Hülfe der Substitution: 



♦"/«w^i 



^^^ ^ cjf^;.^^ + c^^n^^^ + . . . +.oJ.^ V^ ] 



iS) 



r,mf = ^r ni;> + c^'nf + • • • + cf'n';^ , 



{S,) 



^ = 1, 2, ..., p, 
welche aus der früher aufgestellten, die Form A in die Form B überführenden Sub- 
stitution (/S) abgeleitet wird, nachdem man deren Goefficienten r||f*'^ entsprechend den 
Gleichungen : 



.(^^) 
/* 



,(?a) 



'Th 



^1 -"^ f* f" 



/^, a = l, 2, . . ., n\ 
\ /*=«!, 2, ...,p / 

wobei c)f°^ eine ganze, r^ eine positive ganze Zahl bezeichnet, als Quotienten ganzer Zahlen 
dargestellt hat, und bei welcher daher die Zahlen o, r den Bedingungen: 

.(py) = ^.V^?i'^ wenn(y' = (y, ,,,,, = ,,, 

, wenn tf'^ (T, l/i./«'=-i, 2. ..,i»/ 
genügen. 

Bezeichnet man die Determinante Z + c]L"^ cjf*^ . . . cjT"^ der v? Goefficienten des 
Systems {Sfi) mit z/^ und die Adjuncte von cjf*'^ in dieser Determinante mit dj?^\ so 
folgt aus den Gleichungen (5) durch Auflösung: 



<Ä') 



.(») 



(SV) 



^ = 1, 2, ...,1J. 



•) Man vergl. hiezu die Abhandlung: Prym, Ableitung einer allgemeinen Thetaformel 
(Acta mathematica, Bd. 8, pag. 216), in welcher die nachstehende Untersuchung fBr einen speciellen 
Fall ToUetBndig ausgefOhrt ist. 

Kbazbs und Pbth, TheUfanctioiMn. 3 
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t 

Durch Anwendung der Substitution (S) geht aus der Gleichung (F) die Gleichung: 



Fl M 



hervor, wenn man die Grossen v durch die Gleichungen: 

r,v^' = ojf««»' + er «?' + • • • + er««, 
r,t.5f' = er «?> + cr'«;f> + . . . + cr'4", 



.(») ji'»)..(i) I ^(2«).,(«) I I j«»).,('») 



^/iV// = C/i W/< + C^< «<u + • • • + C,< W/i , 

• |ii = 1, 2, . ..,;;, 

definirt; und es ist dabei für /it = 1, 2, . . . , p die auf der rechten Seite vorkommende^ 
durch das Zeichen 2 angedeutete Summation nach n)/^ , n^^^ , . , , n^j^^ in der Weise aus- 

zuführen, dass man an Stelle des Systems der n Summationsbuchstaben n^^\ rl'^\ . . .^ nj,"^ 
ein jedes der Werthesysteme treten lasst, welche sich dafür aus den Gleichungen (SjL) 

ergeben, wenn man eine jede der n Grössen wjt , f»jf , . . . , m^^^ unabhängig von den 
übrigen alle ganzzahligen Werthe von — cx) bis -}- cx) durchlaufen lässt. Man erkennt 
aber leicht, dass man diese Summation auch so ausführen kann, dass man die n Grössen 

wJ/\ njf^ .. ., n^ durch die Grössen: 



=(1) %{^) =(•«) 



in denen zur Abkürzung: 



gesetzt ist, beziehlich ersetzt, sodann für w)f\ ivl\ . . . , wjf^ ein jedes System von n 
ganzen Zahlen, *für welches die Zahlen: 

r«{f'+---+or«r, cr"i:'+---+or«;r\ •••, cr«jf'+---+cr«ir' 

ganze Vielfache von r^ sind, und jedesmal für a;J^ a]if^ . . . «JT^ eine jede der z/^ 

Variationen der Elemente 0, 1, 2, . . . , ^^ — 1 zur rf^^ Classe mit Wiederholung ein- 
führt, endlich die dann entstandene Summe durch die Anzahl s^ der Normallösungen 
des Congruenzensystems: 
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r;. (^''^^ic? + djf"^4'^ + • • • + ^''"^^"O = (mod. J^) 

theilt; dabei ist; wie im Folgenden ^ allgemein mit M der absolute Werth der Zahl M 
bezeichnet; und es sind bei einem auf die ganze Zahl M als Modul sich be- 
ziehenden Systeme linearer Congruenzen Normallösungen diejenigen genannt, welche 

ausschliesslich von Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, . . . , M — 1 gebildet sind. Führt 
man dieses Verfahren der Reihe nach für H'=^ 1, 2, . . . , p durch und multiplicirt 
hierauf linke und rechte Seite der entstandenen Gleichung mit S1S2 » • . Sp, so geht aus 
der Gleichung (F^ die neue Gleichung: 



22^ 



r 



fl 



2 Z 



\Xe^^ 



;fe'+|)-;.''+-+('"?'-^S)'rf 



hervor ; bei der die Summation in der soeben angegebenen Weise zu geschehen hat. 

Die hierbei nach den n auszuführende Summation kann von der ihr anhaften- 
den Beschränkung befreit werden^ indem man den Ausdruck: 

P 5_ ^;"'!' i [(»?' 4") «' ^ ■ • • + (^^ * l) ^-'] 

bei dem zur Abkürzung für ^ = 1; 2; . . ., j): 



gesetzt ist, und das Zeichen 27 andeutet, dass für '[^J'^*"" " nach ^^ von bis r^ — 1 
zu Summiren ist, hinter 27 als Factor einschiebt. Da nämlich der Ausdruck F immer 






den Werth Null besitzt, wenn an Stelle der n solche ganze Zahlen gesetzt werden, für 
welche die nj> Grössen: 

r ^^'^^^ + • • • + 4"'«?'), T (c^»;!' +• • •+ or'Ä^o,-, f («r'«!^' +• • • + «r'«r), 

8* 
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nicht sämmtlich ganze Zahlen sind, dagegen den Werth Eins, wenn die soeben an- 
geschriebenen np Grossen sämmtlich ganze Zahlen sind, so erleidet durch Einschiebung 
des Factors F der Werth der Summe keine Änderung, aber man kann alsdann das 

— oo I . . . , -7-00 

Zeichen £ durch das Zeichen £ ersetzen, das andeutet, dass nach jeder der 



n 



n 



np Grössen n von — cx) bis 4~ <^ ^^ summiren ist. Multiplicirt man dann noch linke 
und rechte Seite der so entstandenen Gleichung mit r^r^,,.r^^ so erhält man aus der 
Gleichung (Fj) die Gleichung: 



(Fs) 



rj rj . . . r- s, s, . . . s Hu(%^,^ *C»<*1(2) • • • H»^%(n) 



221: 



ft^pu'=pr- , -dK / -<1) 



A 

n 



+ 












< • 



Die Gleichung (F3) geht aber unmittelbar in die zu Anfang dieses Artikels 
erwähnte Fundamentalformel über, wenn man die auf ihrer rechten Seite hinter den 
ersten beiden Summenzeichen stehende n^-fach unendliche Reihe durch das mit ihr 
identische Product der n Thetafunctionen 



^ 



1^ 
L r J 



i^'%ir 



6(') 



(v — 1, 2, . . . , n) 



ersetzt, und man erhält so die 

Fundamentalformel für die Theorie der Thetafunctionen mit rationalen Charakteristiken 
in der Gestalt: 

(®) r^r; . . . r;s, s,.,.s^ H^^'\(v H^'%^^) • • • H^^'\in) 




d^ 



a (i 



rä(«i 




\ ^^*n 




¥'%r)^ 




_ r _ 




_ »■ _ 



¥%i^) . . . ^ 



- »• - 






Bei dieser Formel sind die Grössen u und v mit. einander verknüpft durch die Glei- 
chungen: 






.(W)«U)-i./.(22)«W 



(»2) «(») 









cr<'+c{f)«(f'4---+cjr-)u: 



(«») .,(«) 



2/ u^"^« 
1, 2,...,i3; 



H'*^^<>+<^^t,w+...+d<r»)t.<:)), 
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die tt, ß sind lineare Formen der a, ß definirt durch die Gleichungen: 

=(1) _ r fd^"» «<'' + <i<"> ft<«' + . . . + d'-i) «'»') , ö'i) = c<"> fl(»5 + c'*« «<«) + ...+ c'»" ß<«' 

=(«) = r Cd(") „(1) . ^n) „(»).... ^(»«) «(»n ä(«) _ ^d») fl(i) . g'ii) flO» . . . . . <,(»«) fl(-) 

**yu ft V /< « "^ ,« fi "^ "^ /< j«* / ' *^fi fi f^A* "^ ," *^." "^ "^ f* f^fi » 



=(») 
/« 



r, «"' <> + <"^<«,if' + ••• + <"" "jr'). 

^=1,2, 



.P. 



und es deutet das Zeichen 2 an, dass für ~;^' ' nach ai''^ von bis z/., — 1, das 

Zeichen 2J, dass für y.z!'«'"'!! nach /3(*) von bis r„ — 1 zu summiren ist; die mit 

Si,S2,.-*,Sp bezeichneten ganzen Zahlen endlich sind; da allgemein $^ die Anzahl der 
Normallösungen des oben angeschriebenen Congruenzensystems (D^,) bezeichnet und daher 
von den Werthen der Grössen r , c^j^^Hq^ <* = i, 2, . . ., n) abhängt, in jedem speciellen 
Falle besonders zu bestimmen. 



2. 

Aus der Formel (&) erhält man durch passende Änderung der in ihr vorkom- 
menden Variablen k, v die allgemeinere: 



1 p i p 






+« 



w 






rfW+jC») 



C«'*'l(.) ■■-» 



r 

L '^ 



+ H 



(«) 



+x(»^ 



((«^"^b«)^ 



-y 



(©') 




«• 



u 



■äC'+i«« 






+9 



(!) 



r 



((«<%)•••* 



r=n ,««J»/-(») 






p(«)+x(») 



L- r 



+ ö 



(••) 



^^'*^l(«)e 



-V 



2 



Xe 






wobei; 



»^« ^=p/ $(") 



^ 



(y) 



9 = 2^i2; 2: -f-+x(;) -;--; 



»=« /'=p/ *,/ 






(»•) 



r = l /irslV ^M 



In dieser Formel bezeichnen x^'^, A^J^^, (>^''^, öj*^ /» = i, 2,...,;i\ ^^^ beliebige reelle Grössen, 

^1^ *J'^C = !'2 "") '^^^^^ ^**^^ ^*°^^ Zahlen; unter ^JT^ X);^ r^|'';-'^) sind Grössen 
verstanden, die sich aus den x, A in derselben Weise zusammensetzen, wie die Grössen 
ä, /3 aus den a, /3; die. Grössen ^, er sind definirt durch die Gleichungen: 
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o(») = C(21) p(l) 4. c(22) p(2) I 1 ^(2 n) p(«) §(») = r (dC'D (jU) + (^C««) <J<») J L d(2n) ^n)\ 

or«) =c(n 1)^(1) 4. c0'2)p(2> I 1 c(nn)p(«) g(n) ,^ ^ /^(nl) ^1) r d(»2)a(*-^ H 1- d^» »») <?(»)) , 

^ = 1, 2, . . ., j}, 

und unter S^^\ ^^^^ r^^!'!' "' **) endlich sind Grössen verstanden, die sich aus den 

y^ d in derselben Weise zusammensetzen wie die ^^ <; aus den q, 6. 

Lässt man bei festgehaltenen Werthen der k, k, q, ö sm Stelle des Systems 
der 2np Buchstaben y, S alle Systeme von je 2np ganzen Zahlen treten, welche den 

Bedingungen ^ yj^) ^r^— 1, ^ d);) ^ 2^ - 1 i^Z\\\[\\:];) genügen, so erhält 

man aus der Formel (Ö') ein System von J/'= rj , . . rJJz/J . . , -«^* speciellen Formeln, 

von denen aber jede auf ihrer rechten Seite dieselben N Thetaproducte enthält. Um 
einen Einblick in die Natur dieses Gleichungensystems zu erbalten, setze ^ man zur 
Abkürzung: 



d^ 



5(^) 



+ S 



d' 





J 




ß{l) 


+ 

r 


Ä'i) 


-f(l) 


+ 


$w 




r 




J(l) 


+ 


*W 



- + 9<» 



+ x<'> 



+ AW 



((^"'D.d) ■■■» 



((«(')]) („•■.•* 



^w 


+ 


=(n) 




^ 




ß(») 


+ 


l(n) 




r 




-y(«) 


+ 


J(»l 




r 




*(«) 


+ 


g(») 






-j- xW 



+ A(») 



((«"•>)),(-) 



e-V'=X 



ßJ' 



C"<"1„(«) C-* 



ß] 






y=sn jU=p /a^*'^ / 



r=3n jUsssp 
2«.- 27 2? 



aus der Formel (0') geht dann die Gleichung: 















ra m ' 



r\-.rls,..s^Y^^^^C. 



a,(t 



[JJ [3 ^[3 



hervor, und die Untersuchung des soeben definirten Systems specieller Thetaformeln 
ist damit zurückgeführt auf die Untersuchung des Systems jener N linearen Glei- 
chungen, welche aus der aufgestellten Gleichung (6) hervorgehen, wenn man darin an 
Stelle des Zahlencomplexes [J] die vorher definirten N Complexe von je 2np ganzen 
Zahlen treten lässt. 

Bezeichnet man wie bisher die Anzahl der Normallösungen des Congruenzen- 
Systems: 



v=tn 



{D,) r^^(?;»«<:)=0(mod.z/^), r^£d(;'«)a5W=E0(mocl.^^), ..., »•^£^<?;»)x(;)=0(mod.i/J, 
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welche die gleiche ist, wie die Anzahl der Normallösungen des Gongruenzensystems: 
(D;) r^Td(^i')xW=0(inod.^^), r^Td^«*)a;W=0(mod.^^), . . ., r^gf *)a^;)=0(mod.z/^) 
mit 5^; femer die Anzahl der Normallosungen des Congruenzensystems: 

welche die gleiche ist^ wie die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystems: 

r=sn v=n rs=sn 

(O;) £c<J*)r»<;) = 0(mod.rp, ^^c<f-)«(;) = 0(mod.r^), . . ., ^c;,»')a;W=0(mod.rp 
mit s^ nnd setzt zur Abkürzung: 

SO ergiebt sich^ dass man die N Summanden der auf der rechten Seite der Gleichung 
(6r) stehenden Summe in If Gruppen von je s^ , . . SpSj^ ... 5p gleichen Summanden 
ordnen und daher die rechte Seite der Gleichung (G) selbst durch das $i...$pSi ,.,Sp- 
fache einer Summe von nur N' Summanden ersetzen kann. Weiter folgt aber auch^ 
dass die JV linearen Gleichungen, welche aus der Gleichung (G) in der oben angegebenen 
Weise hervorgehen, in N' Gruppen von je Sj , . . SpS^'. . . 5p unter einander nicht wesent- 
lich verschiedenen Gleichungen angeordnet werden können, und es reducirt sich daher 
schliesslich das in Bede stehende System von j^ linearen Gleichungen immer auf ein 
System von J7' linearen Gleichungen, die nur N" Grossen X und JV^' Grössen T ent- 
halten. Zur wirklichen Durchführung dieser Reduction müssen aber die Zahlenwerthe 
der Grössen c und r bekannt sein; solange dies nicht der Fall ist, wird das genannte 
nicht reducirte System von N linearen Gleichungen die Grundlage für die weiteren 
Untersuchungen zu bilden haben. 

Das in Bede stehende System von N linearen Gleichungen kann nach den 
Grössen X als Unbekannten aufgelöst werden. Zu dem Ende multiplicire man linke 
und rechte Seite der Gleichung (6r), indem man unter [J'] einen beliebigen der N auf 
der rechten Seite dieser Gleichung bei Ausführung der Summation auftretenden Zahlen- 

complexe versteht, mit CrJ^ .v, und summire für *""!' !' "* !! nach y^") von bis r — 1, 

* ' rn r 1 /*=ii*»««'»p 'A* /« ' 

nach d^*) von bis z^^ — 1. Unter Berücksichtigung der Relationen: 

0, wenn nicht für jedes ft und v: ä^^^^ö^j^Aniod.^^), ^jr^^E/J'^^^(mod.r«4), 

5 mD] [mfl^N, wenn für jedes ft und v: S^T^^^^Vod.^^), ^{T^^ftVod-r^), 
erhält man dann ohne Mühe, wenn man zuletzt noch den Accent bei den Buchstaben 
a, ß unterdrückt, die Gleichung: 

Aus dieser Gleichung geht aber, wenn man darin an Stelle des Systems der 2np Buch- 
staben a, ß alle Systeme von je 2np ganzen Zahlen treten l'asst, welche den Be- 
dingungen 0^a(;)^^ -1, 0^^):)^r^-l Cli; ';:::;;;) genügen, ein System 
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von N linearen Gleichungen hervor, welches die gewünschte Auflösung des ursprüng- 
lichen, aus (6r) abgeleiteten Systems von N linearen Gleichungen nach den Grössen X 
als Unbekannten darstellt 

Die Gleichung (G') ist entstanden, indem man die N speciellen Gleichungen, 
welche in der Gleichung (G) enthalten sind, linear verband. Aus diesen N Glei- 
chungen lassen sich aber weiter auch, indem man nur einzelne, passend gewählte unter 
ihnen linear verbindet, Gleichungen in grosser Zahl ableiten, von denen jede mehrere 
Grössen X und mehrere Grössen Y enthält, und bei denen als Coefficienten aus- 
schliesslich Grössen C und C~^ auftreten. Von der Aufstellung solcher Gleichungen 
soll aber hier abgesehen werden, und es möge bezüglich der Behandlung eines dahin 
gehörigen speciellen Falles auf die frühere Untersuchung*): „Über ein für die Theorie 
der Thetafunctionen fundamentales System linearer Gleichungen" verwiesen werden. 

3. 

Man nehme jetzt an, dass drei in ihren Coefficienten a, b, c den für Para- 
meter von Thetafunctionen bestehenden Bedingungen genügende quadratische Formen: 

// — 1 (A — 1 

gegeben seien, die zudem so beschaffen sind, dass die Form A durch Anwendung der 
Substitution: 

bei der die c ganze Zahlen, die r positive ganze Zahlen bezeichnen, in die Form £, 
die Form 3 durch Anwendung der Substitution: 



a=^n 



V IJ fiif^i a = l ^ ' \/« = 1, 2, ....iV 

bei der die d ganze Zahlen, die s positive ganze Zahlen bezeichnen, in die Form (7, 
und daher auch die Form Ä durch Anwendung der aus (8) und {S^) zusammengesetzten 
Substitution: 



o -= « 



V 2/ ^ /< /t = 1 ^ ^ \.« = 1 > -i I • • • 1 ;v 

bei der: 



c 



= n 






ist, in die Form C übergeht. 



*) Prym, Untersuchungen über die RiemaDn'sche Thetaformel und die Riemann'sche 
Charakteristikentheorie. V. Leipzig 1882. Teubner. 
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Nach Früherem entspricht dann zunächst der Überführung der Form A in die 
Form B durch die Substitution {^ die in Art. 1 aufgestellte Formel (@), bei der das 
auf der linken Seite stehende Thetaproduct als Parameter die Coefficienten a der 
Form Ay als Argumente von einander unabhängige Veränderliche u enthält, während 
die auf der rechten Seite der Formel vorkommenden Thetaproducte als Parameter die 
CoefBcienten h der Form B, als Argumente Grössen v enthalten, die mit den Grossen u 
durch die Gleichungen: 

(T) r t;<^) ='i%(-?)ti(^) {^^]'\" " ;) 

\ / /* i" v=l ^ '^ ViU=l, 2, ...,p/ 

verknüpft sind. 

In gleicher Weise entspricht weiter der Überführung der Form B in die 
Form G durch die Substitution {ß^ eine der Formel {&) analoge, mit (Öj zu bezeich- 
nende Formel; bei der als Parameter des auf der linken Seite stehenden Thetaproductes 
die Coefficienten h der Form B^ als Parameter der auf der rechten Seite vorkommenden 
Thetaproducte die Coefficienten c der Form G auftreten. Als Argumente des auf der 
linken Seite stehenden Thetaproductes nehme man die auf der rechten Seite der 
Formel {&) vorkommenden oben definirten Grössen v und verwende mit Rücksicht 
darauf zur Bezeichnung der Argumente der auf der rechten Seite vorkommenden Theta- 
producte den Buchstaben w. Die Grössen w sind dann mit den Grössen v durch die 
Gleichungen: 

(■^.) s.<' = £/r«;?^ e=l:*:".-.::;) 

verknüpft, mit den Grössen u dagegen durch die Gleichungen: 

Endlich entspricht der Überführung der Form A in die Form C durch die 
Substitution (/Sg) eine der Formel {&) analoge, mit (®j) zu bezeichnende Formel, bei 
der als Parameter des auf der linken Seite stehenden Thetaproductes die Coefficienten a 
der Form -4, als Parameter der auf der rechten Seite vorkommenden Thetaproducte 
die Coefficienten c der Form C auftreten. Als Argumente des auf der linken Seite 
stehenden Thetaproductes nehme man die in der Formel {&) vorkommenden Grössen u, 
die Argumente der auf der rechten Seite vorkommenden Thetaproducte sind dann mit 
den auf der rechten Seite der Formel {ß^ vorkommenden Grössen iv identisch. 

Die Formeln (0), (©J, {&^ sind dann nicht unabhängig von einander. Leitet 
man nämlich aus der Formel {S^ durch passende Änderung der Argumente eine der 
Formel (ß') des vorigen Artikels analoge, mit (®/) zu bezeichnende Formel ab und 
drückt mit Hülfe dieser Formel ein jedes der auf der rechten Seite der Formel {ß) 
vorkommenden Thetaproducte als lineare Function von Thetaproducten mit den Argu- 
menten w und den Parametern c auS; so erhält man eine mit {ß^ zu bezeichnende 
Formel, welche ebenso Tvie die Formel {ß^ das Thetaproduct ^((m^^^JD (i)'9'((m(*^]) (2). . . 

a a 

-^([m^")! („) als lineare Function von Thetaproducten mit den Argumenten w und den 
Parametern c darstellt und sich von der Formel (ß^ nur durch die Form unterscheidet, 

Krazbb und Prym, Thetaftmctionen. 4 



- 26 — 

in dem Sinne, dass diese beiden Darstellungen (G^) ^^^ (®^)f ^^^^ naan bei jeder von 
ihnen die Charakteristiken der auf ihren rechten Seiten vorkommenden Thetaproducte 
auf Normalcharakteristiken reducirt und alsdann Glieder, welche dieselben Thetaproducte 
enthalten, vereinigt, nicht von einander verschieden sind. 

Aus den in den Art. 2 und 3 des vorigen Abschnitts erhaltenen Resultaten 
geht hervor, dass jede Substitution (S) der früher betrachteten Art, welche eine Form 
A in eine Form B überführt, sich aus einer endlichen Anzahl ausgezeichneter Sub- 
stitutionen (5) zusammensetzen lässt. Verbindet man dieses Resultat mit dem soeben 
gewonnenen, so ergibt sich, dass man die Formel (&), welche der Überführung der 
Form Ä in die Form B durch die Substitution (5) entspricht, auch erhalten kann, 
indem man die den ausgezeichneten Substitutionen (S) entsprechenden Formeln (®), 
((&') in oben angegebener Weise verbindet. Man kann sich demnach bei der Her- 
stellung specieller Thetaformeln auf diejenigen charakteristischen Formeln (@), (&') 
beschränken, welche den durch die Untersuchungen des zweiten Abschnitts gewonnenen 
ausgezeichneten Substitutionen (5) entsprechen. Von diesen Formeln sollen in 4en 
zunächst folgenden Abschnitten diejenigen, welche für die Theorie der Thetafunctionen 
Ton Bedeutung sind, aufgestellt und in die einfachste Gestalt gebracht werden. 



Vierter Absclmitt, 

Erste Specialisirnng der Fondamentalformel 



1. 

Anknüpfend an die Untersnchungen des zweiten Abschnitts kann man das 
folgende Besultat aussprechen: 
Die Form: 

bei der die p irgend welche positive rationale Zahlen bezeichnen sollen, geht durch 
Anwendong der Sabstitution: 

(5) a;<f ) = - sW y<f) + ijWy<;) + • • • + j,« j^-D + yW , 



W 



^= 1, 2, ..., jp, 
wobei allgemein: 

gesetzt ist, über in die Form: 

bei der: 

ist. 

Unter der Voraussetzung, dass die Grössen a^«» den für Parameter von Theta- 
functionen bestehenden Bedingungen genügen, die p aber positive ganze Zahlen sind, 
soll jetzt diejenige Thetaformel, welche der Überführung der Form Ä in die Form B 
durch die Substitution (8) entspricht, aus der in Art. 1 des dritten Abschnitts auf- 
gestellten Funda mental formel (&) abgeleitet werden. 

4* 
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Zu dem Ende hat man die in der Formel {&) vorkommenden Grössen a^^K, . . ., 
^^ul'f ^^ul'f ' • •> ^^ul'} (f*> f*' = 1> 2, . . ., p) in die Coefficienten der soeben aufgestellten 
Formen Ä, B und zugleich die der Formel (G) zu Grunde liegende allgemeine Sub- 
stitution (S) in die hier vorliegende specielle Substitution (S) übergehen zu lassen. 
Man erhält dann die gewünschte Thetaformel zunächst in der Gestalt: 



0, 1, . . ., J—l 

-2 » 


L J 



i^'\a)» 



rs'«'-! 



L -I 



r=inu 



iv(*\^,, ...» 



L -J 



¥"%in) ; 



dabei ist zur Abkürzung: 

0,1,...,// — 1 

gesetzt, das Zeichen 2J deutet an, dass nach jedem der np in den linearen Formen: 

a 



s(i) 



5(«) 



«(»)«W 



«w«'") 



[.W(«U)_„<f))]. 






ft « 1, 2, . . ., 1), 

vorkommenden a von bis z/ — 1 zu summiren ist, und s bezeichnet die Anzahl der 
Normallösungen des Congruenzensystems: 



«(i)fi^2) 



fiC«)s(3) 



(p(i)a;a)-a(i)a;(«)) 



(mod. ^) , 



z: (mod. z/) , 



(l)^^¥^) + p^*^a;(*> +i)<5>a;(*> + • ■ • + p^^-'^ x^^^'^ - 8(«-^>a;<''>) e^ (mod. J) , 



g(n-iyn) 



8 



(«) 



(p(i)^(i) + p(8) -»(«) + p(3)a;(8) + . . . + p('»-i)a;('-^> + p<«)a;('')) =e (mod. J) . 



Unter Berücksichtigung, dass die soeben genannte Zahl s den Werth: 

s = z/"-i 

besitzt, und durch mehrfache leicht ersichtliche Umformungen kann man aber die ge- 
wonnene Thetaformel in die reducirte Gestalt: 
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H»^'\wHu<'%i^ . . . H^i^'\oo 



a 



(@) 



= V.^ 



8 



n ,(0 n 
- J 



((^<'V>* 



L J 



((t^<=")),(^) 



. . . '^ 



J 



r-o(»-l)-, 



CfC-^I^C...)* 



L J 



(•<■>).(. 



'I 



bringen, wobei zur Abkürzung für '\^j' g' ' ' " : 

5(1)^(1) + 5(2)4(2) I 1 5(i)£(v) = (,(.) 

gesetzt ist. In dieser Formel bezeichnen also jp^^^, p^^\ . . ., p^"^^ irgend welche positive 
ganze Zahlen, aus denen sich die ganzen Zahlen s^^\ 8^^\ . . ., sf^^^ den Gleichungen 
^C') = jpO) + 2>^*) -j- . . . -}- jp(») (t/ = 1, 2, . . ., n) gemäss zusammensetzen. Femer ist: 



«L'>. «i'^"«.^' , 



fi^i 



C.=#>«.K, 



i«*A* 



a('.T^)=p(»-i)a 



/</* 



/*/* ; 



a<») =p<»)a 



i"/* 



/*/* } 



j(i) , = ,(i),(2)p(2)a^^^,, l(2), = s(^),(3)^(3)a^^,, ...^ tc;;-^) = s<»-^)sc»y»)a^^s U;^, = s^-\^r, 

/t, /t' = 1, 2, ..., i); 
weiter sind die Grössen v durch die Gleichungen: 






r^ " f* r* 



»:(») 






4- t(.(«) 



~U j/«) |^(«— 1) — c(«— 1)^(») 



4. t4(3) J_ . . . 4. |t(«-l) 

fA = 1, 2, . . ., 2?, 



+ ^l:^ 



y =^ 



mit den Grössen u verknüpft, und endlich deutet das Zeichen £ an, dass für 

« 

nach £^*^ von bis «("^^^ — 1 zu summiren ist 



1.2, 
1, 2. 






= 2)(«) 



1, 



2. 

Setzt man in der Formel (Ö): 

jp(l) = y 2) = . . , 

setzt gleichzeitig für fA=l, 2, ...,;): 

indem man unter Wfi eine veränderliche Grösse, unter cJJ^, c<f^, . . ., c^^ beliebige Con- 
stanten versteht, und beachtet, dass alsdann: 

t;(i) « e?<i) — c<«>, ü(2) = d(2) _ 2c(3), . . ., t;("-i) = rf^^-D — (n— l)c<«), v^) = nw + s 

wird, wenn man zur Abkürzung für v = 1, 2, . . ., « — 1: 

cd) 4-.CW-I L et»") = r^') , 
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dagegen: 

cd) 4- c(2) 4 1- d") ^ s 

setzt; so geht aus der Formel (®) die Formel: 

(II) »iw + cOK Hw + ff*))), . . . &iw + c<«)|. = 5^' ^', • • -p * 



Xj , • • • I Xp 



X 

n 

LO J 



(nw + s])„ 



hervor; dabei bezeichnet allgemein '9'KjMin eine Thetafunction mit den Parametern 
maftfi' (fA, (1=1, 2, . . ., p)f und es ist: 



Cxj...Xp==^ { ^ 



1.2 

L J 



((dw-c(*))),.,» 



r<,(*) 



2.8 

L -1 



((rf(2)_2c(»)},_,... 



. . . 0" 



(n — "2)(n — 1) 




¥"-''-»-'^<^'-%n-mn-i^» 



n — 1 n 




((d(»-i)^n-lc('i(„.,, 



wobei zur Abkürzung für *' l|; !/;.;; ^""^* 



£(1) + 2€<2> + 3£(3) H h i/6(*) = a(') 

gesetzt ist, und 2 andeutet, dass für * = J» 2, .. ., «—2 ^ j^ (,,) ^ q ^^.^ ^ ^ summiren 
ist. Man erkennt leicht, dass man diesen Ausdruck für Cx^,.,x auch in die Gestalt: 



a 



X 1 • • • "M 






2 

L J 



idi^)-d%^^^ 



2 3 





((d(«)-2c(8))) 



2.S • 



. . . 0" 



n — 2 n — 1 




^d(»-»)_«_2c(»-%_„(,_.,^ 



n — 1 n 




((d(n-.l)_^_.l,(.)))^^__^^^ 



bringen kann, wobeie andeutet, dass für ^-i»*' • '» 2 ^ j^ (,,) q j^.^ ^^ 

summiren ist. 

Aus der Formel (77) erhält man durch passende Änderung der in ihr vor- 
kommenden Variablen w die allgemeinere: 



^ 



(77') 



9 

h + X 

n 



iw + c<% ...» 



n 



0, 1, n— 1 



X 



^ 



j • • ■ 1 



^ H — 

n 



2;ri ^ 

((nu; + 4,c ''=^ , 



bei der g, h beliebige reelle Constanten, die A irgend welche ganze Zahlen bezeichnen. 
Versteht man jetzt unter «i, «2; • • •> ^p irgend welche ganze Zahlen, multi- 
plicirt linke und rechte Seite der Formel (77') mit: 
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iTti 






und summirt nach jedem A von bis n — 1, so erhalt man, wenn man schliesshch 
den Punkt auf den Buchstaben x unterdrückt, die Formel: 



p/t 



n''C 



yt, 



d' 



w 



9 + 
h 



X 



11 



{{niü + ,S));, 



0, 1, . . ., n— l 

■ 2 » 

Aj , • • • ) *p 



9 



n 



{{w + c^%...» 



9 
n 



C«; + c<«))Xe 



2ni 



n 






Die Formel (77) gibt zu folgender Bemerkung Anlass. Die rechte Seite der 
Formel (77) ist ein linearer Ausdruck von n^ Thetafunctionen mit den Argumenten 
nw^i + 5i I . . . I nwp + Sp, dessen Coefficienten G von den Variablen tv nicht abhängen. 
Ändert man die willkürlichen Constanten c, jedoch so, dass die mit: 



S^ = c(0 + c^^2).| ^^c^)^ 



• 7 



S = C^l) + c(2) -L 



' P 



bezeichneten Verbindungen derselben keine Änderung erleiden, so ändern sich auf der 
rechten Seite der Formel (71) nur die Coefficienten C der nP Thetafunctionen, während 
diese selbst völlig ungeändert bleiben. Nennt man daher allgemein ein Thetaproduct 
von der Form ^w + c^^%H^ + c^^\ . . . (^{tv + c<''>))i, bei dem für (i = l, 2, ..., p 
^(1) -|- (jW ^ , . . ^ cfn) s=s s ist, ein zu dem Constantensysteme 5i | . . . 1 5p gehöriges 
n-gliedriges Thetaproduct mit den Variablen Wj^\ . . .\wp, so ergibt sich aus der 
Formel (71) unter Beachtung, dass zwischen n'' + 1 linearen Formen von nP Variablen 
immer eine lineare Belation mit constanten Coefficienten besteht, der folgende Satz: 

Zwischen n^ -f- 1 zu demselben Constantensysteme 5^ | • . . | 5p gehörigen n-glie- 
drigen Thetaproducten mit den Variablen w^] , . .\Wp besteht immer eine lineare Re- 
lation mit in Bezug auf die Variablen w constanten Coefficienten. 



3. 

Man setze jetzt in den Formeln (77), (77'), (77) sämmtliche Grössen c der Null 
gleich und bezeichne die neue Grösse, in welche alsdann (7xi . . . x« übergeht, mit Kx^ . . . x . 
Die Formel (77) geht dadurch in die Formel: 



über, und es ist dabei: 



0, 1, . . . , w — 1 



d 



X 

n 




iniv}n 



■**-Xj . . . Xp ^ 



^ 



ro(^) 



-Ö- 



1.2 




CO|i.«* 



2.3 

. J 



CO)) 



% .3 



. . , % 



(r»-2;(n-l) 




COJct-iXn-D* 



r «,("-» ) _ ^ 

n — 1 « 




«0|(n~l)n , 
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wobei zur Abkürzung für * l'V""'l » 

O /« = 1, 2, . . ., p 

£(1) _L 2 £(2) + 3a(3) H h i/6(') = ö^"^ 

gesetzt ist, und £ andeutet, dass für l^^^'g' p"" ^3,ch cjj^ von bis v zu summiren 
ist; oder in anderer Form: 



K,, 



^ 

»; 



d' 



2 




((0))l.2^ 



r-^(l) 



V 

2 3 





(2)n 



((0)) 



2.8 



. . . 0" 



,(«-2)n 



w — 2 n — 1 


»•=1,2,..., n— 2 
fi z= l^ 2 , . . . , p 



((0))(«-2){«-l)'9' 



n — 1 



X 

n 



((0|(.-.)» 



? ; 



nach 1^5'^ von bis v zu summiren ist. 



wobei 2j andeutet, dass für . „ .. 

s 

Es geht weiter aus der Formel (/!'), wenn man darin noch für fA = l,2, ...,p 
die Grösse hf^ jetzt mit nh^i bezeichnet und alle Zahlen A der Null gleich setzt, 
die Formel: 



W) 



9 



0, 1, .... n— 1 



*" Ä W.= Z ^"r -P» 



+ 
nh 



% 



n 



{ntv))„ 



X j , . . . t *p 

hervor, bei der die g, h beliebige reelle Gonstanten bezeichnen. 

Es geht endlich die Formel (77), wenn man darin noch für ft = 1, 2, . . ., j[> 

n 



Qfji durch Qfj, ersetzt, in die Formel: 



(^o) 



nPK^ 



. y'< 



» 




inu% 



, 1 , . . . , n — 1 



-^^ 



9 



X 

n 

L. W J 



(H)i c 






— ^rti 2J fff^lf. 



über, bei der die ^, h beliebige reelle Gonstanten, die x irgend welche ganze Zahlen 
bezeichnen. 

Die vorstehenden Formeln sind für die im zweiten Theile dieser Arbeit zu 
entwickelnde Transformationstheorie von besonderer Bedeutung, und es wird dort Anlass 
sein, auf dieselben zurückzukommen. 



Fünfter Abschnitt. 

Zweite Specialisirang der Fundamentalformel 



1. 

Anknüpfend an die Untersuchungen des zweiten Abschnitts kann man weiter 
das folgende Resultat aussprechen. 
Die Form: 

bei der die q irgend welche positive rationale Zahlen bezeichnen sollen, geht durch 
Anwendung der Substitution: 

s«<,i) = (23<i) - s)y<J) + 23(«)y<f) + • • • + 22Wy(;) , ' 

saf =. 23(1) y<J) + (23<») - s)y(f) + • • • + 2^') j/«) , 



(S) 



iS,) 



sx^) = 22<i)f/<f) + 2ä(*)y(f) + . . . + (2s(«) - s)y<;) , 

wobei: 
gesetzt ist, über in die Form: 

Unter der Voraussetzung, dass die Grossen a^,^- den für Parameter von Theta- 
fnnctionen bestehenden Bedingungen genügen , die q aber positive ganze Zahlen ohne 
einen allen gemeinsamen Theiler sind, soll jetzt diejenige Thetaformel, welche der 
Überführung der Form Ä in die Form B durch die Substitution (S) entspricht, aus der 
in Art. 1 des dritten Abschnitts aufgestellten Fundamentalformel {&) abgeleitet werden. 

Zu dem Ende hat man die in der Formel (6^) vorkommenden Grössen 
oJJ^, ..., aj*^, U^[,, , . ., M"), (fA, ft' —» 1, 2, . . ., p) in die Coefficienten der soeben 
aufgestellten Formen A, B und zugleich die der Formel (&) zu Grunde liegende all- 
gemeine Substitution {ß) in die hier vorliegende specielle Substitution (ß) übergehen 
zu lassen. Man erhält dann die gewünschte Thetaformel zunächst in der Gestalt: 

KsAesB und Prtm, Thetaftinctionon. 6 
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S"Pi^((«(0| ,)»ftt(«)S (2) . . . ^ftt«]) (., 



0, 1, . ., »'» — 1 0, 1, . ., «— 1 

-2 2 



-^ 



S^^) 



ß 



J 

(1) 



8 



¥'%w» 



6' 



i^'\(f>'-» 



1!"'' 






ilabei ist zur Abkürzung: 

0, 1, ... «**— 1 

gesetzt, das Zeichen 2«' deutet an, dass nach jedem der np in den linearen Formen: 






2J 

8 



|[A — 1, 2, . . ., Pi 

vorkommenden a von bis s" — 1 zu summiren ist; entsprechend deutet das Zeichen 
0, 1, . . , •— i 

£ an, dass nach jedem der np in den linearen Formen: 

^W - 24W(pW + ^<f) + . . . + pW) - «pW . 
I* =» 1, 2, . . ., |), 

Torkommenden ^ tod bis 5 — 1 zu summiren ist, und endlich bezeichnet s die Anzahl 
der Normallosnngen des Congruenzensystems: 

^ [(2a<') - «)a,(« + 2a(*> «W + • • • + 2a<'')a!<")] = (mod. J) , 









22(«)a;('»)]=o(mod. J) , 



it 



2q<^^a;^^^ + 22^*y^^ H [- (24^"> — s)«^")] = (mod. ^) . 

unter Berücksichtigung, dass die soeben genannte Zahl s den Werth: 

3 + (- 1)' 



S = 



2 



^^ 



besitzt, und durch mehrfache leicht ersichtliche Umformungen*) kann man aber die 
gewonnene Thetaformel in die reducirte Gestalt: 



*) Man yergl. hierzu den Art. 2 der Abhandlung: Erazer und Prym, Ober die Verallge- 
meinerung der Riemann'schen Thetaformel (Acta mathematica, ßd. 3, pag. 240), wo diese Um- 
formungen in einem speciellen Falle yollständig durchgeführt sind. 
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( 



8 + (- 1) 



2 



/ CL a c 



(•) 



(») 



0, 1, ..., »—1 r_?<'_-i 



■2 

a, fi 



-^ 






(1) 



-^ 



a 



.- 2a -, 



■- * — ' 



r- 2a -, 



im 



^»p 



c^'^V)-* 



ÄflC«)/* 



^ * — 



^^-Ic»)^ 



2;«^ 
/"=-l 



bringen. In dieser Formel bezeichnen also q^^\ q^^^, . . ., q^'*^ positive ganze Zahlen 

ohne einen allen gemeinsamen Factor, auch ist zur Abkürzung ^^^ + ^*^ H h q^**^ «^ s 

gesetzt Femer ist für fi, |li' = 1, 2, . . ., !>: 

weiter sind die Grössen u, v darch das involutorische Gleichungensystem: 

st;(i) = (2g<i) — s)m</) + 23<i)wW H f- 2äWu(») , 

ft fi ft ^ fi 

2^(8^ U^) + (25W - 5)M(f) + • • • + 2<?WuW^ 









/i = 1, 2, ...,!?, 



0, 1, ... , « — 1 
verknüpft, und endlich deutet das Zeichen 27 an, dass für fi «» 1, 2, . . ., p sowohl 

nach a^i wie nach ^^ von bis s — 1 zu summiren ist. 



2. 

Aus der gewonnenen Formel (0) erhalt man durch passende Änderung der in 
ihr vorkommenden Variablen u, t; die allgemeinere: 



( 



r 2y 



8 + (- i)Y 



2 



7 



«»•d 



(<Sf) 



0, 1, . . ., t— 1 



(l) 
l- 8 

r 2(of + 5) 



8 



+ X<0 



o • I 



f«'»! (1) . . . » 



« 



X 



(l) 



.(l) 



8 



([t;'^)|a)...^ 



L 8 
2(« + 5) 






C«*^"^! («)^ 



» 






«) 



C^^^^J) («)e^ 



Xe 



- 2J («^ <>^, - ^,, y^) 



wobei: 



9 



49St ^'^^ = 

2; (y;, +X^0*/O 



8 



/, = 1 



4wt ''^^ / = 



."==1 



ist, ferner xj;), Aj;) i^Z\\ \\ '.! ;',p) 2^1? beliebige reelle Grössen, y^, *^ (fi«= 1, 2, . . .,|)) 
irgend 2p ganze Zahlen bezeichnen, und zur Abkürzung für |Li =» 1^ 2, . . ., p: 

g(i)x(i) + o'^^xW H h ö<«>x('») = X , A(^) + A(«) H 1- A^»») = A 

gesetzt isi 

6* 
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Es soll jetzt der Fall, wo die ganze Zahl s ungerade ist, von dem Falle, wo 
s gerade ist, getrennt werden. Ist: 

s eine ungerade Zahl, s «= 2s' — 1, 
so kann man die Formel {&') in die Gestalt: 



s^d^ 



m 



-f- k 



(1) 



q^'^d 



L. 8 



+ XW 



{«0)l ,., ...» 



S 



+ *' 



(") 



L- 8 



+ AW 



C»t(-)|(.,e^. 



0. 1. • • . «-I 



a -f 2x 



— v(0 



8 



q^'(ß + 2i) _ ^,1) 

8 



C^-'^'D (I) ■••» 



a + 2_K 

8 



— X<"> 



8 



((f<')|(„e*. 



11=1 



wobei: 
9>i 



/<=i * ii=i * «=»1 



8 



« ^=1 



ist, bringen. Ist dagegen: 

s eine gerade Zahl, s =^2s' , 

so kann man die Formel {0') in die Gestalt: 



s'^d 






^ + x<^) 



0, 1, ...,*'— 1 



d- 



a -|-x 



et 



...^ 



-V + x<")' 



8 
3^«^^ 



l- s 



.(1) 



— v(l) 



8 






¥\w 



. . . -d" 



ff + X 



fuWJ (,)C»* 



_k(«) 



8 



.(») 



«^"'(P_±i) _ ^(,) 



Ct^-'J WC*" 



2;rt 



:f*^P 



7- 2J (Ou^u-ßuYu) 



wobei: 



Xe 



fi^i 



2nif=P 



"Ini^^ 



9^2 = — ^^ ^ (y^u + ^^?)8^ , V'g = jr- Z {a^, + x^)ß^ 



fi=i 



/U=l 



ist, bringen. 

Setzt man in den Formeln (0), (®i')> (®a') ^'^ Grössen y, tf, x, A sämmtlich 
der Null gleich, so geht die Formel (®') in die Formel (0) des vorigen Artikels über, 
und entsprechend verwandeln sich die Formeln (ßi')j (©j') in diejenigen Formeln, 
welche man erhalten würde, wenn man die beiden aus {&) durch Trennung des Falles, 
wo 5 ungerade, von dem Falle, wo s gerade ist, hervorgehenden Formeln in die ein- 
fachste Gestalt brächte. 
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3. 

Zum Schlüsse dieses Abschnittes sollen jetzt noch die aus den Formeln {&)y 
(®i')> {®%) ^ g(i) = gW = . . . — gC») = 1 hervorgehenden, im Späteren zur Ver- 
wendung kommenden speciellen Formeln unter gleichzeitiger Einführung einer über- 
sichtlicheren Bezeichnung aufgestellt werden. 

Es ^eht zunächst die Formel {&') in die Formel: 

r 2?? 



(£±tir)%» 



w 



0, 1, ..., r — 1 



r 
i- r 

rl(« ±3) 

r 

L r 



+ 


xU) 


+ 


x'(») 




xW" 


1 


«'(1) 




Ä * ' 



{«(•)l . . . «• 



iv(^>} ...» 



r ' 
i_ r ' 

r2(H-5) _ 

r 



CuWJe 






fifift 



X 



(r) 



1«.- '*=*^ 
-^ -S (.. + x^V 



{.(^16 



r — ^ fi-r-ßi'fi 



^=1 






über, bei der r irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet, und die Grössen u, v durch 
das involutorische orthogonale Gleichungensystem: 



rt;«) = (2 - r)uW + 



2ttW + 






2«(i) + (2 - r)u<f) + 



+ 
+ 



2uW, 

2«):' , 






2tiW4- 2u(f) + ... + (2-r)«W, 

/t = l, 2, ..., j), 
verknüpft sind. 

Es geht weiter die Formel (@i) in die Formel: 






-2- + x'W 



+ x't'-) 






0, 1, ... , r— 1 



r 
l_ r 



_x(») 



n« + 25 



(»(»'l ...* 



-xC-) 



!:+2£ _ x'w 



L_ r 






r— 1 



^c=p 






über, bei der r = 2r — 1 irgend eine positive ungerade Zahl bezeichnet, und die 
Grössen u, v durch das involutorische orthogonale Gleichungensystem: 

riM) = (2 — r)tt(i) + 2ttW -\ p 2tt^'") , 

9^ f I r* 






2«(«) + (2 - r)«(f) + ■■■ + 



2m.W, 






2m(« + 



2uW + ... + (2-rX), 



verknüpft sind« 



^ = 1, 2, ..., jp, 
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Es geht endlich die Formel (0/) in die Formel: 



r'"» 



r — ir' 



n 



y + ^''^ 



l_y 



/ + «'^^^ 



in^\...^ 



?+« 



(Sr*) 



i_r 



^ + x'C«'") 



Cw^^l e 



^«1 



>/'/// 



0, 1, ...^r~l 

-5» 



«. • 



r 

L, r 



— x'(»' 



. . . -d" 



r 

« + X 



L_ r 



: _ x'^20 






-p- £d ('ftVin — 'u^fi) 



über, bei der r ^=- 2r irgend eine positive gerade Zahl bezeichnet, und die Grössen 
u, V durch das inyolutorische orthogonale Gleichungensystem: 

uii) + (1 — r')Mif) H h wlf'') , 






fA = 1, 2, . . ., P> 
verknüpft sind. 

Bei einer jeden der drei Formeln (ö')i (®i')r (®äO ®^°^ unter iy^, lyi, (ft=l,2,...,p) 
irgend welche ganze Zahlen, unter x^*\ x'^"^ (*^J* J' * '* '^) irgend welche reelle Grossen 
zu verstehen, während die Grössen 5^,, x^, (fi == 1, 2, . . ., p) durch die Gleichungen: 

definirt sind. • 

Die Formeln (^/), (@/) stimmen, von den Grössen x, x' abgesehen, mit den 
in der Abhandlung: „Über die Verallgemeinerung der Biemann'schen Thetaformel^'*) 
aufgestellten Formeln (ö/), (®/) überein. 



*) Acta mathematica, Bd 3, pag. 240. 



Seclister Abselmitt. 

Aufstellung einiger für die Theorie der Thetafbnetionen wichtigen orthogonalen 

Gleichnngensysteme. 



1. 

Soll die Form: 

durch die Substitution: 

y^i) „ ^n)^i) ^ (fXV)y{%) -I [. c(i»)y(»), 

bei der r eine positive ganze Zahl, die c ganze Zahlen bezeichnen mogen^ in die Form: 
übergehen, m müssen zwischen den Zahlen c^ r die \^n{n -f- 1) Relationen: 

(O) c^^o)^io') I c(2a)^2a') i 1 ^nü)^no') ^ »^ ^ ^^^^ ö^ = (J, ^^^ o'« 1, ...... «) 

0, wenn <J < ^> 
oder auch die damit äquivalenten: 

^ "^ 0, wenn p ^ (>, 

bestehen. Unter Anwendung der Relationen (o) erhält man dann ohne Mühe die Auf- 
lösung des Gleichungensystems (0) nach den Grossen y als (Tnbekannten in der Gestalt: 

Die Gleichungensysteme (0), (0') mögen orthogonale genannt werden. 

In diesem Abschnitte soll die Aufgabe behandelt werden , bei gegebenem r 
die c als ganze Zahlen so zu bestimmen, dass sie den Gleichungen (o), (o') genügen. 
Zunächst wird der Fall r = 2 erledigt werden. Die darauf bezügliche im nächsten 
Artikel folgende Untersuchung wird zeigen, dass es möglich ist, in diesem Falle alle 
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überhaupt existirenden Substitutionen (0) anzugeben; es wird sich zugleich aber auch 
ein allgemeines Princip ergeben^ um für beliebiges r ebenso charakteristische Sub- 
stitutionen (0) aufzustellen, wie die im Falle r ^ 2 erhaltenen es sind. 



(0) 



ßtlojßdoO _|_ ^io)fß&) _j_ . . . _|_ c(»<r)c(no') ,„ 



2. 

Die Aufstellung der dem Falle r = 2 entsprechenden Substitutionen (0) er- 
fordert die Lösung der folgenden Aufgabe. Es sollen die positive ganze Zahl n und 
die V? ganzen Zahlen c so bestimmt werden, dass für jedes 6 und 6 von 1 bis n die 

Relationen: 

4 , wenn <y' = tf , 

, wenn <^ ^ ö , 
oder, was dasselbe, für jedes q und q von 1 bis n die Relationen: 

0, wenn Q '^ Qy 

erfüllt sind. Man findet, dass zunächst eine Reihe von Systemen desselben Typus 
existirt, welche zu den Werthen n =» 4, 6, 8, 10, ... gehören. Denkt man sich die 
V? Grossen c in der durch das Gleichungensystem (0) bestimmten quadratischen An- 
ordnung geschrieben und setzt der Einfachheit halber an Stelle der auftretenden Zahlen 
+ 1, — 1 nur die Vorzeichen -f-, — beziehlich, so werden die zu den Werthen n = 4, 
6, 8 gehörigen Systeme durch die hier folgenden vorderen drei Schemata vollständig 
dargestellt, während das vierte Schema das einer beliebigen geraden Zahl n «= 2 m 
entsprechende System versinnlicht, wenn man sich noch die in den fixirten Horizontal- 
reihen offenen Plätze mit der Null besetzt denkt. 
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Ausser diesen regulären Systemen ergeben sich merkwürdiger Weise noch zwei isolirt 
stehende Systeme ^ von denen das eine zum Werthe n == 7, das andere zum Werthe 
n = 8 gehört, und die durch die Schemata: 
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repräsentirt werden. Betrachtet man zwei orthogonale Systeme, von denen das eine 
aus dem anderen dadurch hervorgeht, dass man seine Horizontalreihen oder seine 
Verticalreihen in irgend einer Weise umstellt, oder dadurch, dass man die sämmt- 
lichen Elemente irgend welcher seiner Horizontalreihen oder irgend welcher seiner 
Verticalreihen mit — 1 multiplicirt, als nicht verschieden und schliesst zerfallende*) 
Systeme aus, so sind mit den vorstehenden alle möglichen verschiedenen zur Zahl r = 2 
gehörigen orthogonalen Systeme erschöpft. 

3. 

Dem durch das obige zur Zahl n>=» 2 m gehörige Schema repräsentirten Systeme 
der Grössen c entspricht das orthogonale Gleichungensystem: 

2 il (ß) = — ytS) ^ y(4) ^ y(6) ^ y(e) ^ 



y(2fn-l)_J_y(8OT)^ 



2j(»m-S)^ 

2jt;(2'«-2) = 
2jr(2m-l)=^ 



U2 m— 5) _ «(2 CT— 4) -f- y(2 "»-3) _|_ y(2 m— 2 

y(2 m-h) J_ ^/2 m— 4) _|. y(2 m— 3) ^ y(ä rt*-2) ^ 

y(2/«-8;_ y{2m— i)_J, j^(2m~l)^y(8„,) 
_ ^ 2 m-S)_j. ^/i« w-2._|. y(2 m-l)_|_ y(8«) 



Um die wahre Natur dieses Gleichungensystems und damit zugleich die Möglichkeit 
seiner Verallgemeinerung für beliebiges r zu erkennen, setze man: 



•) Vergl. pag. 9, Z. 2 v. u. 

Krazsb und Pbym, Thotafünctionen. 
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es ergeben sich dann für die Grössen y die Werthe: 

yW = et-C^J — ^<*) , y(^> = 2t(*> — ^^»), . . . , t/(«'«--2) = ^^(m-l) _ ^(m)^ y(2//0 









und die Relation: 



a;(0* -f. a^i)^ -J f- irt«)* = y<»)* + y 2)» _| f. y(/0« ^ 



welche der Thatsache Ausdruck verleiht^ dass das Gleichungensystem (Oim) ein ortho- 
gonales ist^ geht über in die identische Gleichung: 



(J2m) 



(«,(!)+ t(l))«+ (u;(8^+ 1(«))2 + . . . + (,!;(-)+ ^irroy j 
+ («,(1)^ f(n)2+ (^(8)_ i(2))2+ . . . + (,,im)_ ^im)y 



4.(^(i)_t^«))«+(,^w_tW)«+...+(,,,(-)_t(i))« 



Von dieser Gleichung (/2m) aus kann man aber auch rückwärts wieder zu dem Glei- 
chungen Systeme (Ozm) gelangen, wenn man für ii = Ij 2, . . ., m: 



u^o -1- ^^) = a;<«''-i) , 






setzt, und dann, nachdem man noch ^('H-i) durch ^^) ersetzt hat, durch Elimination der 
Grössen w und t die Grössen x durch die Grössen y ausdrückt. Man erkennt daraus, 
dass in der identischen Gleichung (Jim) das Wesen des Gleichungensystems (Oim) voll- 
ständig zum Ausdruck gebracht ist. 



4. 

Die für beliebiges r gewünschte Verallgemeinerung des Gleichungensystems 
(Osm) macht jetzt, nachdem die sein Wesen charakterisirende identische Gleichung (Jsm) 
gewonnen ist, keine Schwierigkeit, um zu ihr zu gelangen, hat man zunächst die 
Gleichung (Jim) zu verallgemeinern. 

Zu dem Ende verstehe man unter W'f'\ ft = 1, 2, . . . , w, w beliebige Grössen, 
unter &^^y i^'^\ ..., &''\ ft = 1, 2, . . ., w, m Gruppen von je r Grössen, die nur 
den Bedingungen: 

ZU genügen haben, und bezeichne femer mit q eine zweite Einheitswurzel, sodass also 
Q sowohl -f- 1 als auch — 1 sein kann. Die Gleichung: 



\yrm) 



(„(!)+ t(»i))«+(„(*)+ j(«))«+...^.(,o<'")+ 1«-» V 



+(i«")+t<*»))*+(«'*'+t"*')*+-+(«''°'>+9«'"')' 
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die unter den über die Grossen t gemachten Voraussetzungen eine identische ist, 
bildet dann die naturgemässe Verallgemeinerung der identischen Gleichung (J%i^f 
die als specieller, den Werthen r = 2, (> = + 1 entsprechender Fall in ihr ent- 
halten ist. 

Setzt man nun entsprechend den m Verticalreihen der linken Seite: 



W?(l) + t(n) = ^(1) ^ ^,(2) ^ ^(21) ^ ^(r-fl)^ ^ ^^im) ^ ((ml) ^ ajC'W-lH-l) ^ 



w;(i) + <(i2) « a:(«), «r<ä) + /(^2> = a<'-+«), . . ., tt'^'^) + <<««) = a:('''-iH-2), 



ee;(l) + i(lr) =, ^(r)^ ^^(2) ^ ^(2r) = ^(2r) ^ _ ^ ^^,(,«) ^ ^(mr) = ^.(^r) ^ 

und weiter entsprechend den m Verticalreihen der rechten Seite: 



t^.(l) ^ tm = yd), ^^(2) ^ ^(81) ^ y(r+l)^ . _^ ^m) ^ ^^(11) ^ j^(«,_ir+l)^ 



W;(0 + ^«2) = y(2) , w;(8) + /W = y(r+2)^ . . . ^ t<;<'«) + p^l») = y(m-lr+2)^ 



^^,(1) + i(2r) ^ y(r)^ ^,(2) ^ ^(Sr) = y(8r)^ _ . ^ ^^.(m) ^ ^^(Ir) „ y(,nr) ^ 

drückt alsdann aus der zweiten Gruppe von Gleichungen die Grössen w und t durch 
die Grössen y aus und führt die auf diese Weise für die Grössen w und t sich er- 
gebenden homogenen linearen Functionen der y in die erste Gruppe von Gleichungen 
ein, so entsteht ein nur die Grössen x und y enthaltendes orthogonales Gleichungen- 
system {Ortr), welches die für beliebiges r gewünschte Verallgemeinerung des Glei- 
chungensystems {p%rr) bildet. 

Der Fall m = 1, der ein Ausnahmefall ist, soll zunächst behandelt werden. 
In diesem Falle erhält man, wenn p == + 1 ist, das orthogonale Gleichungensystem: 

{Otx) ^'^ = ^'\ x^'^ = t/<^), . . . , a;^) = y(^), 

das aber für das Folgende keine Beachtung verdient; wenn dagegen p = — 1 ist, das 
orthogonale Gleichungensystem: 

,.^(1) = (2 — r)y(i) -f- 2y(«) -| \- 2y^'), 

{OTx) *'^^'^ = 2t/(i) + (2 - r)yW + • • • + 2ifr) , 



rx^') = 2y<i) + 2y^'') -j h (2 — r)t/<''). 

Nachdem so der Fall m = 1 erledigt ist, sei für das Folgende m > 1 
vorausgesetzt. In diesem Falle ergibt sich aus {Jm) das orthogonale Gleichungen- 
system: 

6* 
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ra,(^) = j/(i) + y(2) -I 1- ^('•) — ^ yim-ir^i) _[_ ^(r— l)y<'''-i'-+«) p «/('»'•), 



y^(r) ^ j^(l) ^ yü) „l ^ j^(r) _ ^ t^(m-lr+l) _ ^ j^C^n-lr+S) 1-(>(^— 1^'"'*^ 



ra;(''+i) = (r — 1) y(*^ — i/^^^ — y^''^ + 2/^'+^^ + 1^^'+^^ H h y^*'*), 

y-^C/H-S) ^ _ yd) ^ (^__l) j^(2) -_ yCi^) 4. y(H-l) _[_ j(r+2) _[_ ^ j(2r)^ 

,.^(Sr) ^ _ y{l) _ j^(2) [_(.^__l)j^(r) ^ j^(r+l) ^ y(r4-2) _j 1_ y{2r)^ 

y^(2r+l) == (y — . 1) y{r-\-l) _ t^(r+2) _ ... y{2 r) _^ y(i r-^1) ^ y(ir-{-3) ^ . . . ^ y{Zr)^ 

{Orm) y^(2r+2) ^ _ t/('*+^) + (r— l)^^'"^^) t^(2r) ^y(2r+l) ^ y{2r+i) _| ..j, ^(»0 

^^{9r) ^ _ j^(r4-l) _ y(r4-2) |-^r— 1)^(2 r) ^j^(2rH-l) ^ y(2r+2) _[_... _|_ y{Zr)^ 



y^(m-lr+l)==s(,.— l)2^(m-2r+l) _ ^/C«— »''+2) — yim-lr) -|-y(«-lr+l) -f. y(w-l r+S) _| \-y{mr) 



y^(m-lr+2)«, -_ y(m-2r+l)+^y— ;[Jj^(m-2r+2) _ j^(m-lr) -)_y(m-lr+l) _|_ j^(m- lr+2).^ hv^"»'*) 



rX^'"''^ «» — ^(''«-ar+l) _ j^(rn— 2r+2) (-(f— l)j/('»— 1'') +y(«*- l'-+l) +y('n— 1'-+2)-| [-^('"'"^ 

Um den Bau des Systems (Orn^ besser überseheu zu können und zugleich die 
Analogie, welche zwischen seiner Bildung und der Bildung des im vorigen Artikel auf- 
gestellten, dem Werthe r = 2 entsprechenden Systemes (Oj^) besteht, mehr hervor- 
treten zu lassen, sollen schliesslich noch die auf den rechten Seiten von (Orm) stehen- 
den Coefficienten in ein quadratisches Schema eingeordnet werden. Zu dem Ende 
bezeichne man die drei folgenden, je r^ Zahlen enthaltenden Complexe: 

+ 1 -}-l---}-l r— 1 —1... — 1 Q(r — 1) —Q ... — p 
+ 1 4-1--+1 — 1 r — !••• — 1 —9 Q{r—1)-- —Q 



+ 1 +1-- + 1 — 1 — l--r— 1 — Q — Q •••()(r— 1) 

symbolisch mit: 

A B pB, 

dann wird das System der auf den rechten Seiten der Gleichungen {Orm) stehenden 
m^r^ Coefficienten durch das Schema: 
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repräsentirt, wenn man sich die in den fixirten Horizontalreihen noch ofiFenen Plätze 
sämmtlich mit der Null besetzt denkt. 



5. 

Durch die Untersuchungen des vorigen Artikels sind unbegrenzt viele ortho- 
gonale Substitutionen gewonnen worden; eine derselben wird durch das Gleichungen- 
system (Ok) geliefert, die übrigen erhält man, wenn man in (Orm) der Zahl m der 
Reihe nach die Werthe 2, 3, 4, . . . zulegt und dann zu jedem solchen Werthe von m 
das eine Mal p = + 1, das andere Mal g = — 1 setzt; die Substitutionen der ersten 
Art mögen von jetzt an mit (0^,), w =» 2, 3, 4, . . ., die der zweiten Art mit (Om) > 
m =» 2; 3, 4, . . . bezeichnet werden. Alle diese Substitutionen lassen sich nun^ wie 
zum Schlüsse gezeigt werden soll; aus passend gewählten Substitutionen von der Form 

{OTi) f (Ori) unter Hinzunahme identischer Substitutionen zusammensetzen. 

Erweitert man nämlich die Substitution {On) ; nachdem man vorher darin die 

Grössen * 

a^'\ ^w, ...,:«<'•); y^'\ y<^), ..., j/'*) ' 

in neuer Bezeichnung durch die Grossen: 



ersetzt hat, durch Hinzunahme der (m — l)r identischen Gleichungen: 

zu einer der Zahl mr entsprechenden orthogonalen Substitution (0^) und setzt die 

beiden Substitutionen (O^,), {Om) zusammen , indem man die auf den rechten Seiten 
von {OJrn) vorkommenden Grossen y durch die aus {O'rv) dafür sich ergebenden linearen 
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Formen der 2 ersetzt ^ so entsteht eine neue orthogonale Substitution, welche, da es 
auf die Bezeichnung der Variablen nicht ankommt, mit (O^) identisch ist. Damit ist 
zunächst bewiesen, dass man für jedes m von der Substitution {OTm) za der Sub- 
stitution {07n^ gelangen kann, indem man die erstere unter Hinzunahme identischer 
Substitutionen mit einer Substitution (O^) zusammensetzt. 

Erweitert man ferner die Substitution (Otn) durch Hinzunahme der r iden- 
tischen Gleichungen: 

ZU einer der Zahl (w +1)^ entsprechenden orthogonalen Substitution (Orl^) und 
gleichzeitig die Substitution (O72); nachdem man darin zuvor die Grössen: 

in neuer Bezeichnung durch die Grossen: 

ersetzt hat, durch Hinzunahme der (m — l)r identischen Gleichungen: 

gleichfalls zu einer der Zahl (m + l)r entsprechenden orthogonalen Substitution {Ori^i) 
und setzt dann die beiden Substitutionen (0'r^;^)f (Or;^) zusammen, so entsteht eine 

neue orthogonale Substitution, welche mit der Substitution (Or^qpi) identisch ist. 
Damit ist bewiesen, dass man von der einem beliebigen Werthe von m entsprechenden 

Substitution (Ojt,) zu der dem Werthe tw + 1 entsprechenden Substitution (Ot^r+i) 

aufsteigen kann, indem man die erstere in passender Weise mit einer Substitution (O^) 
zusammensetzt. 

Aus dem Vorstehenden ergibt sich nun ohne Mühe das Endresultat, dass jede 
Substitution (O^,) , m == 3, 4, . . . durch Zusammensetzung von m — 1 passend ge- 
wählten Substitutionen (OÄ), jede Substitution (O^,), w = 2, 3, 4, ... durch Zusammen- 
setzung von m — 1 passend gewählten Substitutionen {0%) und einer einzigen Sub- 
stitution (OJil), jedesmal unter Hinzunahme identischer Substitutionen erhalten werden 
kann; ein Resultat, das auch durch die Betrachtung der den genannten Substitutionen 
entsprechenden identischen Gleichungen (Jrm) hätte erhalten werden können. 



Siebenter Abschnitt. 

Aufstellvng der Thetaformeln, welcbe den im vorigen Abschnitte gewonnenen 

orthogonalen Substitutionen entsprechen. 



1. 

Anknüpfend au die Untersuchungen des vorigen Abschnitts kann man das 
folgende Resultat aussprechen. 

Sind c^^^J, ^, tf ™ 1, 2, . • ., n, die n* Coefficienten eines orthogonalen Glei- 
chungensystems, so geht die Form: 

A^'F "?«,,. i^T^ + 4*>a:jf? + . . . + x!,:'x;?>) 

durch die Substitution: 

(n^ (nl) (1) , (nS) (S) • , (nn) (n) 

fi- = 1, j, . . ., j), 

über in die Form: 

Unter der Voraussetzung, dass die Grossen a^^' den für Parameter von Theta- 
Ainctionen bestehenden Bedingungen genügen, soll jetzt diejenige Thetaformel^ welche 
der Überführung der Form A in die Form B durch die Substitution {S) entspricht, 
aus der in Art. 1 des dritten Abschnitts aufgestellten Fundamentalformel {&) abgeleitet 
werden. 

Zu dem Ende hat man die in der Formel {&) vorkommenden Grössen d^y, , . . . , 

<*L"^> JU),, . , .^ &(»), (|x, |[t'= 1, 2, . . ., p) in die Coefficienten der soeben aufgestellten 
Formen A, B und zugleich die der Formel {&) zu Grunde Hegende allgemeine Sub- 
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heryor, vermittelst welcher jedes Thetaproduct von der Form: 
bei dem die Constanten a den p Bedingungen: 

genügen, durch die r^P zur Zahl r gehörigen Normalfunctionen ^[—JCt;) ausgedrückt 

werden kann. 

In der gewonnenen Formel (P) sollen weiter für die Constanten c, a m^ Theile 
der Periodicitatsmodulen eingeführt werden« Zu dem Ende verstehe man unter x^ , x^ , 

«^''^ «'^"^ (1=18*''"«"*) ganze Zahlen, welche den 2p Bedingungen: 

«(1) 4- „(2) ^ J. «(m) „ 0, «;<!) + «i«^ H h «i"»^ = Ou = l,2,...,p) 



genügen, und setze für ^'^i/,'.*'.!,;"'- 



1» 



a 



'(") 



M'=/> «<9 



c^=-^Äi+ 2;" ^a^^', aJ;) = ^-Äi+ 2;' '^ 



a 



^/* • 



/< » 1, s, . . . , p 

Unter Anwendung der Hülfsformel {Ä) pag. 7 geht dann, wenn man noch zur Ab- 
kürzung für y"?'^''*"*:'": 

„(0) + «(1) 4 1- «W = «<'), «'«») + «'<») H 1- «W = tf'(" 

setzt, aus der Formel (F) die Formel: 



y(mH-l)p ^ 



»~-[^]to» »-[^](0) ...»«[l±q(o, 1 



m 

.(0)_L „(1) 



(F') 



. [-^^]m ^ [-^^]m... ^ [^-^"'^]coj 



. * K]w 



•9- 



m H 



. . . O* 



ra « 



•2 









r m 



-^ ra 









. t*^^ 



xe 






xe 



^ !£^ ^2^ [ait) ( ;<!) - .'(2h +ai^)( .'(2) - «'(Sh + . . . 4- ^m) / .'(m) _ .'(DnI 



hervor, vermittelst welcher das Product: 
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»K'] « *K] w • ■ • »m w 



von zar Zahl m gehörigen Thetafunctionen durch die zu einer beliebig gewählten 
Zahl r gehörigen Thetafunctionen ausgedrückt werden kann. 

Setzt man für /[* = 1, 2, . . . , 2? : 

aW = «<;) = . ,. = a^«-i) = a^, „m =. „ W «'(«-.) = „;, 

<" = (1 - m) «^ , «W = {l — m)a^, 

-80 geht das genannte Tbetaproduct, von einer Exponentialgrösse abgesehen, in 
^[^]W über. 

2. 

Es soll endlich gezeigt werden , dass die zu irgend einer Zahl r gehörigen 
Thetaquotienten Additionstheoreme von der Beschaffenheit besitzen; dass die dem 
Argumentensysteme {w -f- 1) entsprechenden Werthe dieser Quotienten sich rational 
durch die den Argumentensystemen (w) und (t) entsprechenden Werthe ausdrücken 
lassen ; und dass dabei als Constanten , von r*^ Einheitswurzeln abgesehen, nur die 
den Argumentensystemen (0) entsprechenden Werthe dieser Quotienten auftreten. 

Um diese Additionstheoreme zu erhalten, setze man in der Formel (9^^) 
pag. 53 für /:* =» 1, 2, . • . , 1> : 

fl i fl fl fl y 

^/* = 0, Vf* = 0, 

ferner ein Mal: 

x(") = -^ . . ., x^i*-) = -^, x(«i) = -^, . . ., x<«'-) = -^, 



x'(ii) = Jt-- . . . x'(i') «: -A _ x'(") = -^^ • . • x'^*") 
fl r ^ y fl r'A* r*'/* 

indem man unter den a, d ganze Zahlen yersteht; welche den 2p Bedingungen: 

«(11) -|_ 1- cil^lr) J^ ^t\) ^ ^ ^(Sr) „ Q ^ 

r* " f* r* 

OiasljS, ...,p) 

a'(ll) -I f- a (Ir) ^ «'(81) ^ y a'(2r) ^ Q 

genügen, ein ander Mal: 

ß(ll) fl(lr) «(81) «(»r) 

X(ll) = ^, . . . , X^^r) _ P^ ^(21) _ ?^ x(«^) « f^L. 

ä'(11) «'(Ir) ö'(21) ß'(«r) 

x'(ii)= !^ - ... x'(i'-) = 5^ x^") = -''— . • . , xt*»-) — '^ 



r ' 



indem man unter den ß, ß^ gleichfalls ganze Zahlen yersteht, welche den 2p Be- 
dingungen : 

Kbazsb and Fbym, Thetafonctionen 8 
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/J^J« + 



+ /3<;'-> + ^;" + 



(a = l, 2, ...,/)) 



ß^m + . . . + ^VD + ^x«i) + . . . + /jw = 
genügen; und setze noch voraus, dass für fi =» 1, 2, - . ., p: 

«(12) = ^«) 

sei. Dividirt man dann die beiden auf die angegebene Weise aus (&%) hervorgehen- 
den Formeln durcheinander, so erhält man das gewünschte Additionstheorem der zur 
Zahl r gehörigen Thetaquotienten in der allgemeinsten Gestalt: 



— • — 






2 









2 

[f] 






s^« 






Durch passende Wahl der Zahlen a, ß kann die erhaltene Gleichung auf verschiedene 
Weisen in eine einfachere Form gebracht werden. 



Zweiter Theil. 



Theorie der Transformation 



der 



Thetafunctionen. 



8* 



Erster Abschnitt. 

Einleitung in die Transformationstbeorie. 



1. 

Gegeben sei eine Function '9"[j]Wa definirt durch eine p-fach uuendliche 
Reihe vermittelst der Gleichung: 

— 00,..., + » -S 27 a^^'(m^-|-^^)(in^'+^^0+8 2? (Fn^4+^^) (w^+*^Ä«) 

die Parameter a^^' »s a^^^^ sollen dabei- nur der für die absolute Conyergenz der Reihe 
nothwendigen und hinreichenden Bedingung, dass für reelle x der reelle Theil von 
S Safifi'XfiXfi» eine negative Form ist, unterworfen sein; die Buchstaben u^, ..., Up 

sollen femer unabhängige complexe Veränderliche, die Buchstaben g^j -"t 9p7 Kf'f^p 

beliebige reelle Constanten bezeichnen. Die so definirte Function '^fAlMa genügt 
dann den Gleichungen: 

*ß](«i I • • • I «^ + «» i • • ■ I «p)« = »\l]{^x I • • • i «r : • • • I «,)«e*'''", 

» [:] («, + «1, 1 • • • ; «, + v). = d [^] K ! • . . I u,),^««.-'^v-«,«' , 

und es sollen die in diesen Formeln auftretenden 2p Systeme gleichzeitiger Ände- 
rungen der Variablen u^ \ tij 



en tij 1 tig ... Upi 








7ti\ ... 0, 


«11 


«21 


. . . dpi , 


ni . . . 0, 


»12 

• 


»22 


. . . j ap2, 

c • • 


... jri, 


«ip 


^ip ! 


. • . ^pp 



die Periodensysteme der Function -^[aJW)« genannt werden. Versteht man weiter 

unter x^, ..., Xp, l^, .,,, Xp beliebige reelle Grössen, so soll jedes System von 
p Grössen von der Form: 
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(>=»/> Q=^p e=^ 

ein System gleichzeitiger Änderungen der Variablen t< genannt werden. Man bilde 
nun mit Hülfe von 4f^ rationalen Zahlen a^y, b^^r, c^v, b^». (f*, v = 1, 2, . . ., p) die 
2|> Systeme correspondirender Änderungen der Variablen u: 

-^11 -^l ! • • • I -^l> "^11 I "^21 I • • • I -Ppi» 

^19 i ^9Q . . • ^oS « X>10 -öoa ... XJ« 



12 I -^23 • • • I ^P^ } -^19 I -^22 • * ' I -^P^) 



-^Ip I -^ap , • • • 1 -^/>p; -^Ip I -^2p • • • i "vipPJ 

wobei für fi, v = 1, 2, . . ., p: 

istj und stelle sich die Frage, ob es immer oder nur unter gewissen Voraussetzungen 
über die rationalen Zahlen a, 6, C; b möglich ist, die Variablen t^i | ti, { . . . | Up mit p 
neuen Variablen t;^ | Vg | • - • | v^ durch eine lineare Substitution mit nicht yerschwinden- 
der Determinante derart zu verknüpfen, dass den 2p Systemen Ä, B von Änderungen 
der Variablen u 2p Systeme von Änderungen der Variablen v entsprechen, welche 

als die 2p Periodensysteme einer Function ^Rjft^lö angesehen, also durch passende 

Wahl ihrer Reihenfolge in die Form: 



ni 


... 


0, 


K 


^21 • " 


. . 6pi, 





7ti ... 


0, 


hi 


^22 • ' 


• . &p2> 





... 


jcij 


m 

hp 


bip . . 


. 1 bpp 



gebracht werden können, wobei allgemein 6,,» = h^'e ist, und für reelle x der reelle 
Theil von UUbf^fi'Xf^Xfi' eine negative Form ist. 

Die zwischen den u und v aufzustellenden linearen Gleichungen sind schon 
vollständig bestimmt, sobald man nur den ersten p Systemen des ersten, die Grössen 
Ay B enthaltenden Schemas die ersten p des zweiten, die Grössen Tri, b enthaltenden 
Schemas als entsprechende zugeordnet hat, und zwar können dieselben nur die Form: 

ni «1 = Ay^v^ + ^12^2 + h ^ip^p, 

Tti «j = ^21^1 + ^2i^S H f- ^2pVp, 



ni Up = Apiv^ + Ap^v^ H h AppVp 



besitzen. Die aus den p^ Grössen A gebildete Determinante z/^ = 27 + J.^ 1-422 •••-4p p 
muss dabei entsprechend der vorher gestellten Bedingung einen von Null verschiedenen 
Werth haben. Diese Bedingung soll zunächst als erfüllt vorausgesetzt werden; es 
lassen sich dann auch umgekehrt die v linear durch die u ausdrücken in der Form: 
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n 



^ Vi =^11 Wi + ^21 ^2 H h ^plWp, 



3r» 



7 Vg -^12 ^1 'T -^2 ^*2 "r 



+ ^p2Wjt,, 



wobei ^^y die Adjuncte von Af^y in der Determinante z/j bezeichnet. Mit Hülfe dieser 
Gleichungen ergeben sich jetzt für die den Änderungen B der Variablen u entsprechen- 
den AnderuDgen 6 der Variablen v die Ausdrücke: 



&1V = -7- ^ AqiBqv, 



(>2v = ~j' "^^ ^?''; • • • > 



hpy = — S AqpBqy , (v=l,2,...,p) 



und es ist zu untersuchen , ob diese Grössen i den vorher für sie aufgestellten Be- 
dingungen genügen. 

Diese Bedingungen verlangen zunächst^ dass für jedes € und b von 1 bis p 
htt' == &«'« sei. Man beweist leicht, dass die \p{p — 1) Gleichungen 6„' = 6/, durch 
die \p{p — 1) Gleichungen: 






2: {A^.Bu'.-A^'.B^;) = 



(//,^' = i, 2, ...,/») 



ersetzt werden können, und weiter, dass die nothwendige und hinreichende Bedingung 
für das Bestehen dieser letzteren die ist, dass zwischen den rationalen Zahlen a^y, 
B^y, C^v, b/<r die p{2p — 1) Relationen: 






(5a) 



«=P 



^ . t, wenn u' 



(/"./*'— i»»..-ii») 



-27 (a,^b,^' — ttfih^M') 



*»! 



0, wenn (i ^(i, 



bestehen, in denen t eine zunächst nicht näher bestimmbare rationale Zahl bezeichnet. 



2. 

Genügen 4p^ Grössen a^,» , b^y , c^y , b^^ (f*, 1/ «= 1, 2, . . . , |)) den Relationen (%^), 
so besitzt das Quadrat der aus ihnen gebildeten Determinante: 



D== 



^11 ' * * ^ip ^'ii ••>(>' 



ip 



Ujt> i . . • UjjjB Dp 1 . . . Dp p 
C|i . . « Cip Oji ... Oip 



Cpi . . . Cpp Dpi ... Dpp 

stets den Werth fip, und es besteht daher für den Werth d der Determinante D selbst 
die Gleichung: 
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wobei a eine zweite Einheitsworzel beseichnet^); es bestehen femer zwischen den 

Elementen a^,, b««, c^,, h^^ der Determinante D und ihren Adjoneten a^,, b^,, c^,, b;<, 
die Beziehungen: 

üar ^ or* b*,,, b^, = — mir c^^, 

C^ » = — o r~ b« » , bay = o r~ ö^ t • 



tw,r = l, 1, .. .,p) 



Führt man diese Ausdrücke in die bekannten Gleichungen, welche zwischen 
den Elementen einer Determinante und ihren Adjuncten bestehen, an Stelle der letzteren 
ein, so erhält man die Relationen: 



JS (a^.b^'t — Ciu'iKt) = 0, 2J (c^tb^', — c^'.ba.) = 0, 



«=i 



(^) 



Z (a^itb^', — b^.c^u'«) 



ty wenn yj = fi^ 
0, wenn ft' ^ ft. 



(^iA<'=l» 2, . .., P) 



Diese Relationen (Z,) sind eine Folge der Relationen (X^); da zu ihrer Ableitung nur 
die Existenz dieser letzteren yorausgesetzt wurde. Man kann aber auch rückwärts von 
den Relationen (%^ aus wieder zu den Relationen (Xj) gelangen, und es ist daher 
einerlei, ob man den 4^i? Grossen a, b, c, b yon Anfang an die Bedingungen (S^) oder 
die Bedingungen (Z,) auferlegt. 



3. 

Erfüllen die 4p^ . rationalen Zahlen a, b, c, b die Gleichungen (X^) oder die 
damit äquivalenten Gleichungen (Xg), was yon jetzt an immer vorausgesetzt werden 
soll, so hat nicht nur die Determinante /1a der Grossen A stets einen yon Null yer- 
schiedenen Werth, sondern es ist auch, wenn nur die vorher mit t bezeichnete Grösse, 
was daher yon jetzt an auch noch yorausgesetzt werden soll, positiv ist^ bei reellen x 
der reelle Theil von UShftf^'XfiXfi' immer eine negative Form**). 

Mit Hülfe des ersten Resultates lässt sich nun aber auch zeigen, dass die im 
vorigen Artikel eingeführte, mit o bezeichnete zweite Einheitswurzel stets den Werth 
-|- 1 besitzt. Zu dem Ende bilde man das Product der beiden Determinanten: 



Tti , , , — b,i • • • — bpi 



. . . jri 

«11 . . . Gpi 



bir, • • • — b 



'ip 



»11 • • • 



pp 



Clip ' . . di 



TP 



öl« . . . 



»pp 



Oll • • • Qip bji . . . bip 

"p 1 • • • öp p Pp 1 • • • öp p 
Cjj ... Cjp Ojj . . . Oip 



v«l • • • V 



pp 



bpl . . . b 



'PP 



*) Es wird im nächsten Artikel bewiesen werden, dass im vorliegenden Falle m nur den 
Werth -j" ^ besitzen kann. 

**) Zum Beweise dieser beiden S&ize vergl. Weber, Über die unendlich vielen Formen der 
d-Function. (Journal fflr r. u. a. Mathematik, Bd. 74, pag. 67.) 
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von denen die erste, wie man leicht sieht, den Werth z/^ besitzt, die zweite aber den 
Werth mf hat, and zwar in der Weise, dass man die Yerticalreihen der ersten mit 
den Horizontalreihen der zweiten componirt. Die dann entstehende neue Determinante 
besitzt, wie unmittelbar ersichtlich, den Werth Ja • ^7 und es kann daher die Grösse io, 
da ^Ia von Null verschieden ist, nur den Werth + 1 haben. 



4. 



Man nehme nun an, dass gegeben seien eine Function ^[^iMa und Ap^ 

rationale Zahlen a^t^, b^y, c«v, b^y (f*, v «» 1, 2, . . ., p)j welche die Bedingungen (I|) 
oder die damit äquivalenten {%^ erfüllen. Man setze dann: 



(1) A^j, = ÜrftTci + 27brxOiix, 



»s=sp 
X=l 



bezeichne die Determinante der p^ Grossen Ä mit z/^ , die Adjuncte von ^^y in dieser 
Determinante mit Äfiv und definire p neue Variablen v und ^p(p -f 1) neue Para- 
meter b implicite durch die Gleichungen: 



1 r=p 

(3) «„ = -. £^4^,v,, 



1 '"^ 
(4) JB^^— ^. ^ 4„v6vej 



(.«,^=1,8, ..., p) 



oder auch explicite durch die damit äquivalenten: 

(5) t;^ = — 2; J« y u^, , • (6) h 



'A ju=l 



"P 



— 2^ Äuv-Bf^Q, 

^A /i=l 



(y, p»l,a,...,;;) 



Unter Beachtung des vorher erhaltenen Resultates, dass die Grössen h als Parameter 
einer absolut convergenten Thetareihe betrachtet werden können, lässt sich dann als 

Transformationsproblem für die Function d' k 1 {u}a die Aufgabe bezeichnen, die Function 

'^[aIW« <Jurch Functionen '^[ylW^ auszudrücken, und es gehört auch in das Bereich 

der folgenden Untersuchungen, die Frage zu beantworten, ob das so gestellte Problem 
für jedes System von rationalen Zahlen Q, 6, c, b, welches den obigen Bedingungen 
genügt, lösbar isi 

Das gestellte Problem ist vollständig bestimmt, sobald die 4t p^ rationalen 
Zahlen Q, b, C, b gegeben sind. Man denke sich dieselben zur Charakterisirung der 
Transformation in ein quadratisches Schema von der Form: 



• 


• • • ^ip 

• • 


• 


. . . hip 

• • 


Opi 


• • • *^p 


bpi 


• • • *^pp 


Ca 

• 


• • • Cij> 

• 


• 


. . . bip 

9 


Cpi 


• ■ • tpp 


bpi 


• • ' ^pp 



KBA.ZBB und Pbtu, Theiafunotionen. 
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gebracht. Dieses System yoq 4p* Zahlen soll dann die Charakteristik der Trans- 
formatioD, die vier Baume, in denen die Grössen a, 6, c, b beziehlich stehen, der erste, 
zweite, dritte, vierte Quadrant der Charakteristik genannt werden. Wenn kein Miss- 
yerstandniss zu befürchten ist, soll die Charakteristik zur Abkürzung mit: 



T = 



bezeichnet werden. Die in einem Quadranten vorkommenden Zahlen sollen die Elemente 

des Quadranten genannt werden. Besitzen alle ausserhalb der Hauptdiagonale eines 

Quadranten stehenden Elemente den Werth Null, die in der Hauptdiagonale stehenden 

Elemente aber den nämlichen Werth w, so soll dies dadurch angedeutet werden, 

dass man: 

w . . . 



I 

c I h 



. . . W 

in den betreffenden Quadranten setzt; dabei ist der Fall w ^^0 nicht ausgeschlossen, 
in diesem Falle soll jedoch auch die kürzere Bezeichnungsweise, dass man in die Mitte 
des Quadranten eine Null setzt, erlaubt sein. Endlich soll es noch gestattet sein, die 
zu der Charakteristik T gehörige Transformation kurz als die Transformation T zu 
bezeichnen, und es ist dabei immer vorausgesetzt, dass die Zahlen a, 6, C, b die Be- 
dingungen {%^y (Xs) erfüllen; die Zahl t soll die Ordnungszahl der Transformation 
genannt werden. 

5. 

Ist das im vorigen Artikel gestellte Transformationsproblem für irgend zwei 
specielle Charakteristiken: 



r« 






0/1 r *^fir 
C j||f * 0^ |f 



gelöst, so kann man aus diesen Lösungen immer die Lösung desselben Problems für 
die Charakteristik: , 



rpff 



Cur 



b^'v 



V^v 



ableiten, deren Elemente sich aus den Elementen von T und T' zusammensetzen mit 
Hülfe der Gleichungen: 



^1 






(/i, r= 1, 2, . . ..p) 



-/U V 



£ [(Igv^flif I ^^»'b/*^); b^/1' ^^ ^(b^l-Cj^p -f- b^yb^^). 



e=i 



(.«1 
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Unter den gemachten Voraussetzungen kann man nämlich einmal die Function '^RIM« 
durch Functionen 'd'Kni^t;])^ ausdrücken, wenn man den Zusammenhang der Grössen u 
und a mit den Grössen v und b in der vorher angegebenen Weise durch die Gleichungen: 



>1 xsl 



(3) Uf,^^—r £ Äf^pVy, (4) Bug ^ —r Z Äuybtg, (fi, (} ^ X, i, . . ., p) 

(5) Vr = — £ Ä^vUf, , (6) 6^^ = — 2: Ä^uvB^Q (^ ^ « i, 2, . . ., p> 

definirt. Man kann weiter aber auch eine jede der bei der ersten Transformation auf- 
getretenen Functionen ^ [^ l[v}f, vermittelst der zweiten Transformation durch Functionen 
^r^i1([tc;])<, ausdrücken, wenn man den Zusammenhang der Grössen v und b mit den 
Grössen to und c durch die Gleichungen: 

X i u. p X— ^ 

(1') Ävg «= a^vÄt + 2? Vqxbvxf (2') jBi^ «= C^rÄ* + £ b^x&yx, (v, ^ = 1, 8, . . ., p) 

XäI X3b1 

1 ^^^ 1 ^ \ p 

(3') V, = -r 2; XoW^o , (4') Bva = — r 2; -4y«Cpa , (.', (7 = 1, «, . . ., p) 



7ti ^~Ai rf%t\ m 



(5') Wg«^ -— E ÄygVpj (6') C«a = "T" -27 -4i«Bia (Cl<'=l,«»-lP) 

definirt, wobei Ja' die Determinante 27 + -4u-4s2 • . . -4pp ^®' 1^ Grössen Äj Ä^g die 
Adjuncte von Ä^g in dieser Determinante bezeichnet In Folge dessen lässt sich daher 

auch die ursprüngliche Function ^uJMa durch Functionen '^r^HC^Je ausdrücken, 

und man zeigt leicht, dass die auf diese Weise entstehende Darstellung der Trans- 
formation T" entspricht. 

Die Charakteristik T" soll die aus den Charakteristiken T und T zusammen- 
gesetzte Charakteristik genannt werden, und es soll die Beziehung zwischen den drei 
Charakteristiken T, T' und T" symbolisch durch: 

TT = T" 

fixirt werden. Dass man ebenso aus mehreren Charakteristiken T^, Tg,..., Tn, 
nachdem man dieselben in eine bestimmte Reihenfolge gebracht hat, durch Zusammen- 
setzung eine neue Charakteristik Til\...Tn erzeugen kann, leuchtet unmittelbar 
«in, und das vorher erhaltene Resultat lässt sich entsprechend dahin verallgemeinern, 
dass man aus den Lösungen der den Charakteristiken 2\ , T^ , . . . , T« entsprechen- 
den Transformationsprobleme immer durch passende Combination die Lösung deis 
der zusammengesetzten Charakteristik T^ T^ • . . T» entsprechenden Transformations- 
problems erhalten kann; es soll daher auch die auf diese Weise entstandene, der zu- 
sammengesetzten Charakteristik T^T^. . , Tn entsprechende Transformation aus den 
Transformationen 7^, Tg, ..., Tn zusammengesetzt genannt werden. Die Ordnungs- 

9* 
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zahl der zusammengesetzten Transformation ist gleich dem !Producte der Ordnungs- 
zahlen der einzelnen Transformationen. Bei dieser Zusammensetzung der Transforma- 
tionen gilt; wie aus der Natur der Operationen klar ist; das Associationsgesetz. 



6. 

Unter allen möglichen Transformationen gibt es eine, welohe dadurch aus- 
gezeichnet ist; dass bei ihrer Anwendung: 



v. 



Ur 



n 



Q 



a 



vq 



(r, ^ = 1, 2, .. ., p) 



wird; dieselbe soll die identische Transformation genannt und mit J bezeichnet werden; 



sie entsteht; wenn man Q^^ 



öp. 



'11 



• • • = \>pp a= 1; alle übrigen Grossen 



0; b sowie sämmtliche Grössen B; C aber der Null gleich setzt; es ist daher : 



J 



1 . . 


. 


. . 


. 


. . 


• 

. 1 


• • 

. . 


• 

. 


. . 


. 


1 . . 


. 


• ■ 

. . 


* 

. 


• • 

. . 


• 

. 1 



die zugehörige Ordnungszahl hat den Werth 1. Setzt man die Transformation J auf 
eine der beiden möglichen Weisen mit einer beliebigen Transformation T zusammen; 
so entsteht, von der Bezeichnung der Variablen und Parameter abgesehen; stets die 
Transformation T wieder, d. h. es ist JT = T, TJ= T. 
Zu einer gegebenen Transformation: 



T = 



gibt es immer eine andere: 



0/< V "/l V 



1—1 



T-' = 



t 


b 
t 


t 


Vfi 



1—1 



welche die Ordnungszahl t besitzt, und welche durch die Gleichung: 

TT"' = J 

vollständig bestimmt ist. Diese Transformation T""' soll die zur Transformation T 
inyerse Transformation genannt werden. Dass auch umgekehrt T~' T ^= J, also auch 
T die zu T~' inverse Transformation ist; leuchtet ein. Führt die Transformation T, 

auf eine Pun'ction ^[j]Wa angewandt, auf Functionen -d" [j!] W^ , so führt die inverse 
Transformation T"'^ auf eine Function 'ö'uJCvIft angewandt, umgekehrt zu Func- 
tionen ^[f']C«*|a zurück. Sobald also das Problem; die Function •d'[j]{(u])a durch 



' 1 
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Functionen ^[^jC^I» auszudrücken, für jede Transformation gelöst ist, erscheint auch 

das umgekehrte Problem, die Function -Ö'^lW* durch Functionen O-fjllwJa aus- 
zudrücken, da es nach dem soeben Gesagten nichts anderes ist als wieder ein Trans- 
formationsproblem, von selbst gelöst. 

, Eine beliebige Transformation T kann man immer aus n Transformationen, 
von denen w — 1, etwa Tj , . . . , Ty^i , Ty+i , . . . , T» willkürlich angenommen werden 
können, während die n^ durch diese und die Transformation T eindeutig bestimmt ist^ 
zusammensetzen in der Form: 

/T7 ^^ fp rri rri rji rjn 

JL ^= J.^ . . m J. y — 1 J-v •*■ v-j-1 • • • -^ n • 

Setzt man nämlich, indem man die zu den gegebenen Transformationen T, , . . . , Ty_i , 

IV+i, ..., Tn inversen Transformationen mit T^ ; • . •, JV^i; ^h-i; • • •; ^n" 
bezeichnet: 

rp rp—'i- rp-^l rp rp — 1 m — l 

^y = Jty_i ... ^1 ± ±n ... -ty-fl 

und führt das so bestimmte Tv in die obige Gleichung ein, so wird dieselbe richtig. 
Umgekehrt folgt aus der obigen Gleichung, sobald man sie als bestehend voraussetzt, 
für Tr immer der aufgestellte Ausdruck. 

Dieses Princip der Zusammensetzung einer gegebenen Transformation T aus 
mehreren, ist für die im Folgenden zu entwickelnde Transformationstheorie als ein funda- 
mentales anzusehen. Durch passende Anwendung desselben kann man nämlich die 
Lösung des allgemeinen Transformationsproblems reduciren auf die Lösung einer ge- 
ringen Anzahl einfacherer Transformationsprobleme, welche mittelst direkter Methoden 
behandelt werden können. 

Die Ordnungszahl t der Transformation T ist in Folge der über die Grössen 
Q, B, C, b gemachten Voraussetzungen eine positive rationale Zahl, und zwar für den 
allgemeinen Fall willkürlich annehmbar. Hat diese Zahl den speciellen Werth 1, so 
soll die zugehörige Transformation eine lineare genannt werden. Die linearen Trans- 
formationen sollen zunächst behandelt werden, und zwar sollen in den nächsten 
Abschnitten jene einfachsten linearen Transformationen betrachtet werden, aus denen 
sich, wie später gezeigt werden wird, die allgemeine zusammensetzen lässt. Diese 
einfachsten linearen Transformationen, die im Folgenden „elementare'' genannt werden, 
ergeben sich durch direkte Umformung der Thetareihe und sollen vorerst ausschliess- 
lich von diesem Gesichtspunkte aus betrachtet werden. 



Zweiter Abschnitt. 

Die erste elementare lineare Transformation. 



1. 

Eine erste Umformung der Function ^[^JC^]|a ^^^^ dadurch erhalten, dass 
man in der die Function darstellenden Reihe an Stelle der Summationsbuchstaben 
m^, m^, . . .f mp p neue Summationsbuchstaben n^, n^y . . . , itp einf&hrt mit HQlfe 
einer linearen Substitution von nicht yersch windender Determinante: 



rnip — dipfii + dgpWj + • • • + dpptip , 

bei der r eine positive ganze Zahl, die d ganze Zahlen sind. Bezeichnet man die 
Determinante 2 ^d^^d^i • • - ^p ^^^ P^ Zahlen d mit I) und die Adjuncte von duv in 
dieser Determinante mit dj^vy so folgt aus den Gleichungen (5) durch Auflösung : 

fg,. Dn^ — r{diifni + diitn^ H f- dipiHp) , 



jDwp = r{dpim^ + rf^aWj H 1- d^ptn^, 

um Weitläufigkeiten in der Darstellung zu vermeiden, soll die Untersuchung 
zunächst für den Fall, wo alle Grossen g und A den Werth Null haben, durchgeführt 
werden. Es geht dann aus der Gleichung: 



/"=p /* —p /<« 



— oo , . . ., -|-oo 2j 2j ttfi^i m^i m^i' -\-^ £ 

durch Anwendung der Substitution {S) die Gleichung: 

hervor, wenn man die Grössen b und v durch die Gleichungen: 



""fi ^fi 
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1 H=P 

v^ = ■— £ d^tiUfj, 



(y,v'«=l,S,..., j») 



definirt, und es ist dabei die auf der rechten Seite angedeutete Summation nach den n 
in der Weise auszufahren, dass man an Stelle des Systems der p Summationsbuch- 
staben n^ , n^^ , . ., tip ein jedes der Werthesysteme treten lässt, welche sich dafQr aus 
den Gleichungen (ß^ ergeben, wenn man eine jede der p Grossen m^, m^y ,.., mp 
unabhängig von den übrigen alle ganzzahligen Werthe von — oo bis -|- oo durch- 
laufen lässi Man erkennt aber leicht, dass man diese Summation auch so ausführen 
kann, dass man die p Grossen n^ , n^, . . . , np durch die Grossen : 



«1 + 2>" 



9% 



W«+ ^, 



in denen zur Abkürzung: 



P« = r{dii(fi + diiQi + 



+ dip(fp), 
+ dip9p)j 



+ d^pQp) 

, np ein jedes System von p ganzen 



+ dppn^ 



Qp = r{d^iQ^ + dp%Q^+ •• 

gesetzt isty beziehlich ersetzt, sodann ftir Aj , n^ , . . 
Zahlen, für welches die Zahlen: 

^^ii^i + • • • + dpifipy djjÄi -{ 1- dp^fipy . . . , rfipHj -\ p ^pp,,p 

ganze Vielfache von r sind, und jedesmal für Qi Q^ > • • Qp eine jede der Lf^ 
Variationen der Elemente 0, 1, 2, ..., D — 1 zur p^^ Classe mit Wiederholung 
einführt, endlich die dann entstandene Summe durch die Anzahl s' der Normallösungen 
des Congruenzensystems: 

r(d[\ x^ + diarr, + • . . + dipX^ ^ (mod. JD), 

r{diiXi ■+• diiX^ + f- dipX^ ^ (mod. D), 



(C) 



r{d^iXy^ 4" di%Xi + • • • + dppXp)^ (mod. D) 

theilt. Multiplicirt man dann noch linke und rechte Seite der entstandenen Gleichung 
mit 5, so geht aus der Gleichung (F^) die neue Gleichung: 



(F*) 



s'H^l. 



0, 1, ...,Z)— 1 



£ 2 ''^ 



V V«'=^ ""-' 



G.4)("^+^)+*'i'0^+T)'^ 



ki^"-*9p Ä 
hervor, bei der die Summation in der soeben angegebenen Weise zu geschehen hat. 

Die hierbei nach den n auszufahrende Summation kann von der ihr anhaften- 
den Beschränkung befreit werden, indem man den Ausdruck: 



^ 0,1, ...,r— 1 r ^ 
<f^f'f^p 



(*'+tK 
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bei dem zur Abkürzung: 






^p «= dpi<fi + rf^i^^Ä + 



+fl^ptf, 



gesetzt ist, hinter JS als Factor einschiebt. Da nämlich der Ausdruck F immer den 



n 



Werth Null besitzt, wenn an Stelle der n solche ganze Zahlen gesetzt werden, fQr 
welche die p Grössen: 



^11^1 -{ h dpifip, rfi^nj H 1- dpifip, . . ., dipfi^ H 1- d^^w^ 






nicht sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind, dagegen den Werth Eins, wenn 
die soeben angeschriebenen p Grossen sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind, 
so erleidet durch Einschiebung des Factors F der Werth der Summe keine Änderung, 

— fle,...,-f-« 

aber man kann alsdann das Zeichen 2J durch das Zeichen £ ersetzen, das 



n 



n 



» n 



P 



andeutet, dass nach jeder der p Grossen n von — oo bis -^ oo zu summiren ist. 
Multiplicirt man dann noch linke und rechte Seite der so entstandenen Gleichung mit 
f^, so erhält man aus der Gleichung (F^) die Gleichung: 



V=3p v'ssp 

0,1,. ..,5—1 0,1, ...,r — 1 —00. ...,- [- 00 £ ^ ^ 



-2 2 2 



•(--4)(-'+?)+''?(-4)(-.4-) 



C 



1^1 r=sl 



«=1 



Die Gleichung (JPg) geht aber unmittelbar in die gewünschte Thetaformel über, 
wenn man die auf ihrer rechten Seite hinter den ersten beiden Summenzeichen 
stehende |>-fach unendliche Reihe durch die mit ihr identische Thetafunction ersetzt. 
Man erhält so diese Formel in der Gestalt: 



0,1,....Z)— 1 0, 1, ...,r— I 



(lo) 






9^ 

D 

ä 



w*, 



und aus ihr durch passende Änderung der in ihr vorkommenden Variablen u, v die 
allgemeinere: 

0,1,. ..,5—1 0,1,..., r—l ^. '.£ 

-2 2 » ."_ 

Qi> --'iQp o^i'••*<'p h ~{- a 



(1) 



rPs 



'^K]((4 



ivle 



r=l 



in der g^, • • •; Pp» \) > * •; ^ beliebige reelle Gonstanten bezeichnen, aus denen sich 
die ^, Ä ebenso zusammensetzen wie die ^, 6 aus den q, 6, 
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2. 

In der Formel (I) setze man nun, indem man unter k^, . , ., kp, ^i ; • • • ; ^ 
beliebige reelle Gonstanten, unter x^, . . . , 9tp, l^^ . . ., Xp beliebige ganze Zahlen yer- 

steht und mit Ä;, 2, x, ;i die aus diesen Grossen gebildeten Formen: 






bezeichnet, für fi *» 1, 2, . . ., 1^- 

9^ = i- (fc^ + ^^), 



X^ 9==» r £ dvfiXr 



1 f^ Ä V 

'^h *™ 5" v^/" I ^."/ > 



04 = 1, 2, . . ., p) 



multiplicire linke und rechte Seite der entstandenen Formel mit: 






= e 



map 

— 27ri E *y^y 
t«l 



und summire allgemein nach x^ von bis r — 1, nach X^ von bis D — 1. Man erhält 
dann, wenn man noch mit $ die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystems: 

fissp fi^ssp ^s=sp 

(C) Z di^Xf^ ^ (raod. r) , Z d^nX^ ^ (mod. r), . . . , E dpuXu ^ (mod. r) 

Ai=:l /<=1 jU=l 

bezeichnet, die Formel: 



(I) 



0, 1, .. .,r — 1 0, 1, . . ■ , D —1 



, . . ■ , /) — 1 



X. 



^1 » • • • t ^n 



Ä +x 


r 


L D J 



C«]).« 



inj 
rD 






.u»l 



^-^ 



Die gewonnenen Formeln (I), (I) stehen, wie aus dem Gange der letzten 
Untersuchung erhellt, in der Beziehung zu einander, dass jede von ihnen als die Um- 
kehrung der anderen betrachtet werden kann; sie können aber auch als nicht wesent- 
lich verschiedene Formeln angesehen werden, wenn man beachtet, dass ebenso, wie die 

Formel (I) dadurch entstanden ist, dass man in der die Function '^ujMa darstellen- 
den unendlichen Reihe an Stelle der Summationsbuchstaben m neue Summations- 
buchstaben n durch die Substitution (5) einführt, die Formel (I) dadurch erhalten 

werden kann, dass man in der die Function '&rJCt;|» darstellenden Reihe an Stelle 

der Summationsbuchstaben n die m als neue Summationsbuchstaben einführt vermittelst 
der zu [S) iuversen Substitution {ß'y 

3. 

Es soll jetzt nachgewiesen werden, dass die durch die Formel (I) repräsentirte, 
durch Einführung neuer Summationsbuchstaben vermittelst einer beliebigen linearen 
Substitution mit rationalen Coef&cienten bewirkte Umformung der Function '9'Kjfu]|a 



KmjLZBB und PBTXf Thetafünotionen. 



10 
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eioe TraDsformation dieser Function im Sinne der im ersten Abschnitte entwickelten 
Transformationstheorie ist. Zu dem Ende definire man 4|)* rationale Zahlen a^,., b^y, 
C^r, bfir (ft, V « 1, 2, . . ., jp) durch die Gleichungen: 



*ftt 



"flV 



rd' 
D ' 

0, 



%r «= 0, 



d 



Ci/,i'»=i,«,...,p) 



'flV 



fiV 



wobei die d, d\ D die in der Formel (I) vorkommenden Grössen bedeuteu, beachte, dass 
dadurch eine lineare Transformation bestimmt ist^ und führe diese Werthe in die 
Gleichungen (1), . . . , (6) des Art. 4 des ersten Abschnitts ein. Die Gleichungen (5), (6) 
gehen dann in die hinter der Formel (F^ des ersten Artikels stehenden, die Grossen 
Vj h mit den Grössen u, a verknüpfenden Gleichungen über, und man erkennt daraus, 
dass die Lösung des durch die Charakteristik: 



Ti = 



D 








r 



bestimmten Transformationsproblems durch die vorher aufgestellte Gleichung: 



(I) 



0,1, . ..|^ 



0,1,.-!^— 1 0,1, .. .if —l 



» 



.», 



9 + 9 
D 


h + o 


r 



w»« 



2 Tri v- = - 

r=l 



geliefert wird^ wobei die Grössen i;, h mit den Grössen t(, a durch die Gleichungen: 

Vy = — 2d dvfiUfif 6yr' "^ T ^ ^ dvfid^fi'Offi^' (^'^=l»2.•••»p) 

*■ ^=1 ** jU=l ^'=1 

verknüpft sind; wobei ferner die 9, h beliebige reelle Oonstanten bezeichnen, aus denen 
sich die ^, Ä mit Hülfe der Gleichungen: 



Ai«i 



/U=:l 



(»'=1,2,...,1>) 



zusammensetzen; wobei weiter die auf der rechten Seite angedeutete Summation in der 
Weise auszuführen ist, dass von den in den linearen Formen: 



_ ti=p 



6y ^= ZI dvfA fffl 



(» = 1, 2, . . . , p) 



vorkommenden Grössen q, 6 allgemein nach (>^ von bis D — 1, nach tf^ von bis 
r — 1 zu Summiren ist; wobei endlich s' die Anzahl der Normallösungen des Gon- 
gruenzensystems : 

(C) r Z d'i^Xf, E^ (mod. D) , r Z d%^x^^O (mod. D) , . . . , r Z dp^^x^^O (mod. B) 
M=i ^=1 ^=1 

bezeichnet. 
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Entsprechend wird die Lösung des durch die Charakteristik: 



1—1 



r 








rd' 
D 



bestimmten inversen Transformationsproblems durch die vorher aufgestellte Gleichung: 



0, 1, . . . , r— 1 0, 1, ..../> — 1 



(i) 



X. » • • • t Xp Aj I • • • » *« 



k+% 


r 


L D J 



W«e 






gegeben, da diese letztere durch ümkehrung der Formel (I) entstanden ist. Es sind 
dabei die Grössen t; als unabhängige Veränderliche, die Grössen b als willkürlich ge- 
gebene Parameter zu betrachten, während die Grössen u, a als Functionen derselben 
durch die Gleichungen: 






a 



flfX 



2j 2j dpfidv'fx'by^ 



D« 



^A«,|i'«l,2, ...,p) 



y»l v'sl 



bestimmt werden; es bezeichnen ferner die Je, l beliebige reelle Oonstanten, aus denen 
sich die k, l mit Hülfe der Gleichungen: 









04 = 1,2,..., p) 



zusammensetzen; es ist weiter die Summation in der Weise auszuführen, dass von den 
in den linearen Formen: 



Vssap 



A 



M ^^^ # ^rf Mv u ^¥ 



Cus*»l,2, .. ., p) 



vorkommenden Grössen x, X allgemein nach x, von bis r — 1, nach Ay von bis 
D — 1 zu Summiren ist; es bezeichnet endlich s die Anzahl der Normallösungen des 
Congruenzensystems : 

^=3p h^^^ /^^^p 

(C) U dif^Xfi ^ (mod. r) , 27 dj^a?^ ^ (mod. r) , . . . , 2J d^^a;^ ^ (mod. r). 
^=»1 f«=i f«=i 

Aus den Formeln (I), (I) als Hauptformeln folgen einige specielle Formeln, 
die fQr das Folgende von Wichtigkeit sind. 

Setzt man in den Formeln (I), (I) r «» 1 und beachtet, dass die Anzahl der 
Normallösungen des Congruenzensystems: 

fisap f^^^'P /'^P 

. Z d[f^ a?,t ^ (mod. 2)) , U dif^Xf^^O (mod. D) , . . . , 27 dj^^ a;^ ^ (mod. D) 

fl=l /U=sl /U«l 

2)^^^ ist; so ergiebt sich, dass die Lösungen der durch die Charakteristiken: 

10* 
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Tl.- 



D 








. /"• 



^'= 



^Vft 








B 



bestimmten Transformationsprobleme durch die Formeln: 

g + 9 



(ii) 



(Tx) 



0,1,. ..,.P — 1 

?j» • • • 1 Pp 

0,1,. .., ^ 1 

*j 1 • • • I ^p 



D 
h 



ivl, 





2/ri 




WaC 


L -ö J 








^=1 



fi •'fi 



gegeben werden, bei denen die Grössen u, a mit den Grössen v, b durch die Gleichungen: 

(r, v'=l,2, ...,p) 



^1=1 



6w' ■= 27 2? dvftdp'ft'aiufi' y 



oder durch die damit äquivalenten: 



t'^ ■= 77 27 dv^Vry ttfif,' >= j^ £ £ dyfid^fi'h^y 

^ — al ^ r=sl t'=l 



(/*,/<'=!, 8,.. .,j9) 



verknüpft sind; bei denen ferner die g^ h. Je, l beliebige reelle Constanten bezeichnen, 
aus denen sich die Grössen g , h, k, l mit Hülfe der Gleichungen: 



gv= JS d^figfi , 






Ä 
J. 



2 ay^6y 



(»ssl, 2, ...,/>) 



Ou = l, 2, . . .,p) 



zusammensetzen; bei denen endlich die auf den rechten Seiten angedeuteten Summa- 
tionen in der Weise auszuführen sind, dass nach jeder der 2p in den linearen Formen: 



?r = 27 dvf^ Qfi , 



^ U "~~ -^ vtyW A|F 



Cm,1'=s1,2, ...,j>) 



^sl 



vorkommenden Grössen (», X von bis D — 1 zu summiren ist. 

Setzt man dagegen in den Formeln (I), (F), indem man unter q eine ganze^ 
zu r relativ pripie Zahl versteht, rf^ = d^^ = . . . a= dpp = g, alle übrigen Grössen d 
aber der Null gleich, so ergibt sich, dass die Lösung der durch die Charakteristiken: 



2V.= 



— . . . 



a • 



. ' . — 














9 


■ • 


. 


r 






. 


• ■ 


9 

r 



TT, 



— 1 



J ... 
r 

• • • 

, . . J- 

r 










r 


« ■ 


. 


9 

• 






. 

1 


• • 


r 
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bestimmten Transfonuationsprobleme durch die Fonneln: 



(I.) 






0, 1, . . . , g — 1 0, 1, . . . , r — 1 

2 • 






fi-fi 



(I.) 




0, 1, .. .,r — 1 0, 1, . . . , j — 1 
*j» • • • » *J5 *j» • ' • » *-p L_ I« ^ 



Die Grössen u, a sind hier mit den Grössen v, b verknüpft durch die Gleichungen: 

q 

oder durch die damit äquivalenten: 






(»,•■■1,2,,.., p) 



t«^ — yt;^, 






während die ^, h, h, l beliebige reelle Grössen bezeichnen. 

Aus den Formeln (I^), (I,) ergibt sich endlich, indem man r »» 1 setzt, dass 
die Lösungen der durch die Charakteristiken: 



Tr, 



* ... 

• . • 

... * 

9 








2 ... 

• * . 

. . . g 



TT^- 



g . . . 
. . . g 

-L . . . 

9 
... 

. . . — 

9 



bestimmten Transformationsprobleme durch die Formeln: 

0,1, ^..,9—1 r-. 

(I.) 



Qi*"i^p L gÄ J 



(I3) 



0, 1, ...,g--i 



ü, 1, ...,g--i 



A^ , . . . , Ap 



L g 



— 2Äf 2; k^l^ 



gegeben werden, bei denen die Grössen u, a mit den Grössen v, b durch die Glei- 
chungen: 

oder durch die damit äquivalenten: 



w^ — yt;^, 



a^^' — 



;;« ^i"A*'> 



Oi, m'=-i. «t . -1 p) 



verknüpft sind, während die g, %, X;, 2 beliebige reelle Grössen bezeichnen. 



Dritter Abschnitt, 

Die zweite elementare lineare Transformation. 



1. 

Eine zweite Umformung der gegebenen Function: 

wird dadurch erhalten, dass man im allgemeinen Gliede der die Function darstellenden 
Reihe an Stelle der i^p{p ■+• 1) Parameter a^^' (a^^* «= a/^; /t, ft' = 1, 2, .*. ., p) 

^P{P + 1) ^^'^^ Parameter hfifi'{bfxfi' = Vmj f*? /*'™= 1; 2, . . ., p) einführt, die sich 
von den Parametern a nur um ganze Vielfache von ni unterscheiden. 
Zu dem Ende setze man fUr ft, ft' as 1^ 2, . . ., pi 

indem man unter den e ganze Zahlen versteht, welche den Bedingungen €!^^' «a e^.^ 
(ji^ ^' BS 1^ 2, .•vi') S^^^S^^f i^ Übrigen aber keiner Beschränkung unterworfen sein 
sollen^ und führe die so definirten Grössen b an Stelle der Grossen a in die obige 
Reihe ein. Man erhält dann die neue Gleichung: 

-•,..., + 00 2; 27 h^fi'ini^-\-9fi){rnf^'-\-9^')'\-^ E (rn^-\-9f^){u^+h'^n<) 



m^ , . . . ) nip 



27 2J *iifi'9fi9fi'^i — 2/ ^fx/i9fx'fi 

wobei zur Abkürzung für ft <= 1, 2, . . ., 1>: 

gesetzt ist, und aus dieser, indem man die auf ihrer rechten Seite stehende j)-fach 
unendliche Reihe durch die mit ihr identische Thetafunction ersetzt, sofort die Formel: 
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rsssp v'=sp *^=tP 

(II) ■ » [J]^4« -= * ß;]«t;J. e-^^ ''=' *=^ 



wobei: 



ist. 



(r,v'=:l, 2, .. ,1») 

Durch Umkehrung der Formel (II) entsteht die Formel: 






(li) *[:]» = *[*]«,« ""^"'"^ 

wobei: 

w«i ■= v^« , (^nii' = 6/1^' — Cfiii' yti , 

ist. 

Die Formeln (II), (II) stehen in der Beziehung zu einander, dass jede von 
ihnen als die Umkehrung der anderen betrachtet werden kann; sie können aber auch 
als nicht wesentlich verschieden angesehen werden, da man die Formel (11) aus der 
Formel (II) auch dadurch erhalten kann, dass man allgemein e^^' durch — ßf^f/ ersetzt 
und im Übrigen die Bezeichnung in passender Weise einrichtet. 



2. 

Es soll jetzt nachgewiesen werden, dass die durch die Formel (II) repräsentirte 
Umformung der Function ^[A]Ci^]|a eii^e Transformation dieser Function im Sinne der 
im ersten Abschnitte entwickelten- Transformationstheorie ist. Zu dem Ende definire 
man 4p^ rationale Zahlen a^,, b^r, Cf,vy b^«v (ft, v = 1, 2, . . ., p) durch die Gleichungen: 

_1, wenn ft = i/, 6—0 

^ 0, wenn f* ^ v , 

(//, r = 1, « p) 

. 1, wenn ft = v, 

C|2 V 6u « , Uli V — — 



"/* V ^fl V y *^/H V 



0, wenn f* ^ v, 



wobei die e^,«, »» 6,^« die in der Formel (II) vorkommenden Grössen bedeuten, beachte, 
dass dadurch eine lineare Transformation bestimmt ist, und führe diese Werthe in die 
Gleichungen (1), ..., (6) des Art. 4 des ersten Abschnittes ein. Die Gleichungen 
(5), (6) gehen dann in die hinter der Formel (II) stehenden, die Grössen t;, b mit den 
Grössen u, a verknüpfenden Gleichungen über, und man erkennt daraus, dass die 
Lösung des durch die Charakteristik: 
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T7/-= 



1 . . . 

■ I • 

. . . 1 







^uy 



1 . . . 

■ • • 

. . . 1 



\^fir — ''i'/k) 



bestimmten Transformationsproblems durch die vorher aufgestellte Formel: 



(II) 

wobei: 






v* = u 



v> 



&t>' ^ ö^yr* "t" Cvv'^i } 



9v = (Jvy 



Äi = Äy + i ^»r — -^ ßyv'fl'»'' 

isty geliefert wird. 

Entsprechend wird die Lösung des durch die Charakteristik: 



(»,^'=1,2,...,^) 



r7/ = 



1 ... 

• • • 

... 1 



1 ... 

• « • 

... 1 


^flV 



( */u V — *rju) 



bestimmten inversen Transformationsproblems durch die vorher aufgestellte Formel: 



(II) 

wobei: 






t*A* = v^ , 



fCfi ^ iCfx j 



c^fifi' = ififi' — ßfifi'^i) 



fA—p 



Oi,^'s=l, 2,...,p) 






gegeben, da diese letztere durch Umkehrung der Formel (II) entstanden ist. 



Vierter Abschnitt. 

Die dritte elementare lineare Transformation. 



1. 



Ana den in Art. 1 des ersten Abschnitts angeschriebenen 2p Periodensystemen 
der Function "^uJC^^Da bilde man 2p Systeme correspondirender Änderungen: 






^i=p 



^H t «= ^tfi ni + ^ br^a^^ Q (.u, V = 1, 2, . . . , p) 



'>=! 



der Variablen Ui\u^\ . . .\upy indem man in den ersten q der p Horizontalreihen 
die beiden darin vorkommenden Periodensysteme, nachdem man vorher noch das links 
stehende mit Minuszeichen versehen hat, mit einander vertauscht. Man erhält auf 
diese Weise die 2p Systeme correspondirender Änderungen: 



a 



11 



Clql I (lq-\-ll I . . . I Opl , 



7tt 











0, 



• 

aiq 


• • • ^9<7 (f4"l 3 * 


• • . 


■ ■ a 

• 


• • • 

• 1 — Jti 


• ■•••• 

••• 0, 




• 


... iti 


,. 0, 

■ • • 


Ol 9+1 • • 


• ■ • 


«9+19+1 ••• «P9+1; 



I . . . ; 1 

für welche: 
Ö9+19+1 = ^9+29+2 = • • • 



jti 



Clip 



a 



9P 



«9+1 



• . • I dl 



TP) 



*PP 



= 1, 



'qq 



C22 



• • • = b. 



1, 
1 



^11 — *'M ■ 
11 »-22 ^99^^ ^ ) bj+ig+i = b^2H-Ä *~ ' ^'PP 

ist, während alle übrigen Grossen a, b, C, b den Werth Null besitzen, und durch die 
eine lineare Transformation bestimmt wird. Um die dieser Transformation entsprechen- 
den, im allgemeinen Falle durch die Gleichungen: 






n% 



f^'^P — 



Ovo = -;,- -2/ A^t-B, 
^A /u=l 



f*Q 



(V, ^=al, 2, ...,p) 



gegebenen Beziehungen, welche die Grössen v, h mit den Grossen u, a verknüpfen, zu 
erhalten, bezeichne man mit J^f die stets von Null verschiedene Determinante q^^ 
Grades: 



Kbazxb und Pbyk, Thetafanctionen. 



11 
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^21 ^22 • • • Ö23 



(^ql Clrq2 • • • öjg 

und für x^ A «» 1, 2, ..., g mit äxl die Adjancte von axji in dieser Determinante. 
Es ist dann: 



7tl 



• X=q 



7i(9) 



^.«=^^ ^ ^^>^y 



a 
Cü = 1, 2, . . . , 9) 






1 »'=« ^=9 _, V 

Vy = Uy — -r-i: 1: a a'^[uj^, 

^)^' 7t=^l ?^1 "^ *'* 



Oft /ii' /„^ du 






a 






(v — j+l, 9 + 2,..., p) 

1 x=9 ^=7 



;(9) 



(//, /«' = 1, 2, . . . , 9) 



(/i = l, 2, ..., 9; » = 9 + 1,9 + 2,.. .,p) 



(v,»-' = 9 + l, 9 + 2,..., P) 



Die so definirte Transformation soll als dritte elementare Transformation ein- 
geführt werden ; und es handelt sich darum ^ die ihr entsprechende Thetaformel durch 
direkte Umformung der ursprünglichen Thetafunction zu erhalten. 



2. 

Um die gewünschte, der definirten Transformation entsprechende Umformung 

der Function -ö'uJWa zu erhalten, bedarf man einer Formel aus der Theorie der 

Fourier'schen Reihen, die zunächst aufgestellt werden soll. 

Es bezeichne f(x) eine reelle oder complexe Function der reellen Veränder- 
lichen X, die für alle der Bedingung — i ^ ^ < + "i* genügenden Werthe von x sammt 
ihrer ersten und zweiten Derivirten einwerthig und stetig sei; dann gilt die Gleichung: 



n = + 00 

■2 

n = — 00 t/ 



In Bezug auf diese Gleichung ist im Auge zu behalten, dass die auf ihrer rechten 
Seite stehende Reihe den Charakter einer Doppelreihe hat, d. h. aus zwei selbständigen 
Reihen, t*o + Mi + w^ + • • • + «„ -|- • • • die eine, ii_i + w_2 + • • • + w— n -|- • • • die 
andere, besteht, von denen jede für sich convergirt. 

Die Formel (jET^) ist ein specieller Fall einer allgemeineren, auf eine Function 
von mehreren Veränderlichen bezüglichen Formel, welche mit ihrer Hülfe abgeleitet 
werden kann. Bezeichnet nämlich f(xi | ^s | • • • | ^9) eine reelle oder complexe Function 
der q reellen Veränderlichen x^j X2, * . -, Xq, die in dem durch die Bedingungen: 

df df av av 



bestimmten Grossengebiete sammt ihren Derivirten 
einwerthig und stetig ist, so besteht die Gleichung: 



CX^ ' ' dXq^ a^f 



2 » 



dxl 
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5 



00 , .... -J- 00 x-» >^ 

(F,) /-(OI-.-IO)« 2' dx,... j dx,f{x,\...\x,)e 

-i -i 

eine jede der g auf der rechten Seite TorkommeDden Summen hat dabei den Charakter 
einer Doppelsumme, auch kann man die g Summationen beliebig umstellen. 

3. 

Mit Hülfe der soeben aufgestellten Formel {H^ soll jetzt die in Art. 1 in 
Aussicht gestellte Umformung der Function: 



"*j » • • • 1 "»jj 



durchgeführt werden. Zu dem Ende setze man: 

wobei die a, w, w, ^, h die im allgemeinen Gliede der obigen Thetareihe vorkommen- 
den Grössen, die x reelle Veränderliche bedeuten, und führe diese specielle Function 
an Stelle von f{Xi \' - -\ Xq) in die Formel (Hq) ein; man erhalt dann die Gleichung: 

1= 2^ /dx,-.Jdx,^-'"'-' •"=' L "'=' -■ 

und weiter, indem man den auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Aus- 
druck als Factor zum allgemeinen Gliede der Thetareihe hinzunimmt, für die Function 

"^IäJ W« ^^^ passender Vereinigung zusammengehöriger Theile den neuen Ausdruck: 



(F,) ^ß]Wa= 2 2 1! dx,... dx,e*, 

wobei zur Abkürzung: 

fi=q fi'=q 

* = 2: £ a^f,' {m^ + X,, + 5f^) (w^- + rr,/ + <7/^') 

+ 2 2; (w^, + :r^ + ^^) W/, + 2; (fWy + (7,.) a^r + (ä^ — w^)Ä^ 
^=1 L »=94-1 J 

fi^=q r=p v'=p %~=p 

gesetzt ist. 

11* 






•00 00 
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Die gewünschte Umformung der Function ^RJWa wird jetzt dadurch erhalten, 

dass man auf der rechten Seite der Gleichung (F^), nachdem man sich von der Statir 
haftigkeit dieser Operationen überzeugt hat, die an letzter Stelle stehende, auf die 
Grössen n^ , . . . , n, bezügliche Summation mit der an erster Stelle stehenden, auf die 
Grössen m^y . . • , m^ bezüglichen den Platz wechseln lässt, und alsdann die auf die 
Grössen n»i, . . ., m^ bezügliche Summation ausführt. Man erhält dann die Gleichung: 

-|- 00 -{-00 

—00 f • • • f "T"* ~~ 00 ^ . . . , -J- 00 

w ?] _ ^ 

\^ • • • > *»g '"^-f-l' • • • » ^p 

bei der zur Abkürzung: 

+ 2 2; n^5f^ ni + Z E a^y^ {niy + g^) (m^- + g^) +2 2; (m,, + ^r) (w^ + hy xi) 

^=1 1^=9+1 »-'=9+1 i'=H-i 

gesetzt ist, und bei der schliesslich noch die q auf die Grössen x bezüglichen Inte- 
grationen auszuführen sind. 

Um dies Ziel zu erreichen, bringe man ä>o, indem man zur Abkürzung 
für fi = 1, 2, . . ., g: 

x=9 r v=p -1 5^9^ 

2; «X + 2; (Wv + ^y) axy — (wx — hx)m -^ = ä^ 

x=l L ^ ^=9+1 J ^J,'^ 

setzt und die in Art. 1 definirten Grössen h und i; einführt, in die Form: 

+ 2 2; 2; 6;*y(w^ — Ä^) (wv + ^v) + 2; 2; 6,»'(m^ + g^) (m^' + öt,/) 

^r=l ifssq-\-l v=q-{-l v'ssq-{.l 

+ 2 2; (n^ — A^)(t;^+^^,Äi) + 2 S {mr+gv)(yr + K%%) 
fi=i »==^+1 

1 /"=7 ."'=9 _/q) /'=? 
;-; 2; 2; 4%' Ma M^/ + 2 2;^^ Ä^, JT l. 

-^y^ ii=i i/=i ,0=1 



Die Ausführung der auf der rechten Seite der Formel {F^ stehenden Integrationen 
reducirt sich dann auf die Auswerthung des Integrals: 



+ 00 +00 2; 2; a^,^'(a:^ + *^)(v+V) 



J=Jdx, . . . /drc, ^"=' '''^'^ 



OD OD 



Den auf der rechten Seite im Exponenten stehenden Ausdruck kann man aber, wenn 
man unter Anwendung der in den Art. 3 und 4 des ersten Abschnitts eingeführten 
Abkürzungen mit Pxy Pif - - ') Pq ^J© Constanten: 
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mit Zi, Zj, . . ., Iq die Ausdrücke: 

a^^> a^^'> a^^^ 

h = *i + -^ (^2 + ^2) + • • • + .^ (^^1 + *. > + Tiy (^. + *.) . 
«u «u «11 

^ - *2 + 1 (^S+ »s) + • • • + (2' (^. + ^9). 
"22 ^22 

'9—1 "* ^9—1 H (^1) ~ (^9 4" ^9); 



a 



(9-1) 

9-1 9-1 



vq ^^ Äg 



^ . 



bezeichnet, in der Form: 

fA=^ fi'=q 
U E üu^'ix^, + Ä^O {X^' + k^') =Pi{x, + l^y +i>2(^2 + '2)' H +i>9(^9 + k) 



2 



als Summe von q Quadraten linearer Functionen der x darstellen und erhält dann mit 
Hälfe der Formel: 



— 00 -}- 



bei der p und l complexe, von der Integrationsvariable x unabhängige Grossen be- 
zeichnen, deren erste der Bedingung zu genügen hat, dass ihr reeller Theil wesentlich 
negativ ist, und bei der die auf der rechten Seite stehende Wurzel so auszuziehen ist, 
dass ihr reeller Theil positiv wird, für J den Werth: 



^ Pl ^ P% ^ Pn ' 

+ + + ^ 

wobei endlich das Product der q auf der rechten Seite stehenden Wurzeln, wie un- 
schwer zu zeigen ist, zu der einzigen Wurzel: 



V ^^3^ 



Führt man diesen Werth in die Formel {F^ ein, ersetzt in neuer Bezeichnung 
die Summationsbuchstaben m^i , m^g , . . . , mp durch nqj^i , 71,4.2 , . . . , np und definirt 
Grössen g\ K durch die Gleichungen: 

SO geht aus der Gleichung (JPg) ^^^ neue Gleichung: 



(F.) 



^K]Wa=|/t^ 
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1 ^==9 /"=« ^^j /<=J 



— «)9 ^a /'^l ." -1 -^l 



+ 
— OD,. ..,4-00 ^i" 2J 6yy'(ny + /y)(«y'-f ^'y')+2 2?(«y4-i^'v) (»y + AV«) 

und hieraus schliesslich , wenn man die auf der rechten Seite stehende j9-fach unend- 
liche Reihe durch die mit ihr identische Thetafunction ersetzt, die Gleichung: 



(iii<»>) ^ß]W- = j/^ 



<*' /«=l /^'=1 



i Zj 9u^u^ 



^=1 



/*".":" 



^K]((4 



+ 



hervor, welche die gewünschte Umformung der ursprünglichen Function 'ö'RJCuJc 
darstellt 



Das Resultat der vorhergehenden Untersuchung lässt sich nun, wie folgt, aus- 
sprechen. Die Losung des durch die Charakteristik: 



^///<9) ~ 



. . 








— 1 






0...01...0 0...0 




1 









1 


• 





• • * 

... 1 
... 


■ 





. . . 
. . . 


... 





. . . 


... 





. . . 


... 
... 




1 

• 


. . . 
. . . 







00...0 0...1 



bll = ^22 ==•••= 6, 



Ai 



1. 



bei der: 

<ai = ^22 = • • • •= Cpp = — 1 , bg+i^^+i = b5+23+2 = • • • = bpp = 1 

ist, während alle übrigen Grössen a, b, C, b den Werth Null besitzen, bestimmten 
Transformationsproblems wird durch die Gleichung: 



geliefert, bei der: 



^ß]H-=>/^ 



2 £ 9u^iL^i 



e^ • e 



7/ '7* 



*rac4 



+ 
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(/i =a 1, 2, . . . , 9) 



Vv = My 



a 



^(9) "'^^ ' 



0/,^'=l,2,...,9) 



'^<r 



^(9) 



^i^^ x-l Jl«l ""^ ^' 

(»=,^4-1,9 + 2, ...,p) 

1 «=9 ^— « 



.(«) 






^(v) ^1 ^_i 



(/4 = 1,2,...,9; v=9+1,H-8i--m;») 



(r, t' = 5 + l, 9+2,...,;») 



ir^ = - 



Ä^ , f^fi — g/u f 
1 1 2 , . . . , 9) 

1 /'=9 /<'==? 



5^^ 



= ^y , Äi = Ar ; 

(*< =9 + 1, 9 + 8. ...,P) 



cr= 



27 2;a|[?jL'W^v 



^?^ A^«l /=! 



ist; während ^a den Werth der aus Parametern der ursprünglichen Thetafunction ge- 
bildeten Determinante: 

J^f = -27 + «ii«22 • • • «jff ; 

ai?l (^j ''' •= 1; 2, . . . , g) aber die Adjuncte von Gxx in dieser Determinante bezeichnet, 

und bei der endlich die auf der rechten Seite stehende Wurzel so auszuziehen ist, 

dass ihr reeller Theil positiv wird. 

Durch Umkehrung der Formel (III^^O erhält man als Lösung des durch die 

Charakteristik: 

0...00...0— 1... 00...0 



7^1 — 



. . . . . . 
. . . 1 . . . 




. . . 1 . 
. . . . 



. 
. 



. . . . . 



. . . 
. . . 


• • • a 

-1 ... 
... 


. . . 


... 


. . . 


... 


. . . 

. . . 

■ • 


... 
1 ... 



. . . ... 1 



bei der: 

09+1 9+1 = Og+2 9+2 = • • • = Opjt» = 1 , 

= ... = C99 =1, 



in 



^22 =---«b99=— 1, 



Cii — C22 



'«+1 H-1 



= b 



9+2 9+2 



• • • = bo« *=* 



pp 



ist^ während alle übrigen Grössen a, 6, c, b den Werth Null besitzen, bestimmten, zu 
dem obigen inversen Transformationsproblems die Gleichung: 



(ffl<") 



*C]w*=y^,,: 



+ 



b 



fi=q 



»\!^Wk, 
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bei der jetzt die v als unabhängige Veränderliche; die h als willkürlich gegebene 
Parameter^ die k, l als beliebige reelle Constanten zu betrachten sind; aus denen sich 
dann die Grössen u, a, h\ X vermittelst der Gleichungen: 



u, 






u. 



m. 



{fi =1, 2, . .., q) 



1 **=« ^=9 
^l" ie=l X^\ 



r« -/ 



^ 1(9) 

''^' z/^9) '"'*'' 



Ät 



,. x=g 



0<,iu'=sl, 2, ..., 9) 



*: 



.=.7 Z' ■= — Jb 

(/*=!, 2, ...,?) 



fltyv' =* Öyy' 



1 '^'^m 



2 i:bm»»hx^] 



4* x=i i=i 



(».»'=«+1.«+». •••.p) 

/Cy — ^ fCy y &y ™^ (y 

(» — 94-1,9+2, ...,p) 



zusammensetzen^ bei der ferner: 



4^^ X=l •=! 



ist, während ^ö^ den Werth der aus Parametern der Function -ö" Rl ((t^))6 gebildeten 
Determinante: 



i{9) 



&!?] (^? 't «= 1, 2, . . . , g) aber die Adjuncte von bxx in dieser Determinante bezeichnet, 
und bei der endlich die auf der rechten Seite stehende Wurzel so auszuziehen ist, dass 
ihr reeller Theil positiv wird. 

Die dem Werthe g «= p entsprechenden Transformationen (y^^^cp)) , (2^/(p)) sind 

von besonderer Wichtigkeit, und es sollen daher die ihnen entsprechenden Formeln 
zum Schlüsse hier noch aufgestellt werden. Zur Ableitung dieser Formeln hat man 
in den Formeln (lll^*^) , (lll^^O ^^d den darauf bezüglichen Gleichungen g = _p zu 
setzen. Man erhält dann als die Lösungen der durch die Charakteristiken: 



iiAP) 







1 ... 







• • • 

... 1 


— 1 . . 


. 




■ • 
• 


m 





. • . 


— 1 


1 



^lll^p) =* 



— 1 







• ■ 



ü 



— 1 



• • a 



. . . 1 



bestimmten Transformationsprobleme die Gleichungen: 



(iii<'') 



^[:]Wa=/-^ 



+ 



a 

/t==p 



M=P 
2 2J Qfif^ix^^ 



^[flw*, 



(in«'') 



8 Z k^lf^ni 



*raH. = |/^-^V^e^=^ ^[?]H., 



+ 
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bei denen für ft, ft' «= 1, 2, . . . , p: 



nt -z^F 





21 a. 


a 


5a /4', 


=' — K} 


ä; = 



«^ 


<= — 


^6 


27 fex^ 


Vx, 


o,,/ 


= 


^6 


6^^', 





9iJi^^ ^/* > "'M "^^ 9f*y *^h — '/< ; v* "^ — ^/* > 

[7 =-7- 27 27 af,f,'Uf,Uf,', F = — 27 27 hf,f^Vf,v^' 

ist, während z/a; •^fr die Werthe der aus den Parametern der Thetafunetionen ge- 
bildeten Determinanten: 

-^a = 27 + «11 «22... (Ipp , ^6 = 27 + 6ii 622 • • • ^i>P > 

5x2; ^x;i (^9 ^ *= 1> 2, • • •;!>) aber die Adjuncten von a^x^ ixx in diesen Determinanten 
beziehlich bezeichnen, und die auf der rechten Seite stehende Wurzel in jedem Falle 
80 auszuziehen ist, dass ihr reeller Theil positiv wird. 
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Fünfter Abschnitt. 

Zusammensetzung der allgemeinen linearen Transformation ans elementaren. 



1. 

In den drei vorhergehenden Abschnitten sind drei Arten von elementaren 
linearen Transformationen, T/, 2//, Tnu gewonnen worden; es soll jetzt nachgewiesen 
werden, dass jede lineare Transformation T sich aus solchen elementaren zusammen- 
setzen lässt. 

Zu dem Ende stelle man in T sowohl die 2p^ rationalen Zahlen Q, B, als 
auch die 2j>^ rationalen Zahlen c, b als Brüche mit gemeinsamem Nenner dar, indem 
man für ft, t^ «= 1, 2, . . ., jp: 



Üuv = 



>r 



Kt 



ft 



flV 



Ciir 



8 



bu9 



8 



setzt, wobei die a, ß, y, 8 ganze, r und s positive ganze Zahlen bezeichnen, und der 
Fall nicht ausgeschlossen ist, dass ein Factor von r gleichzeitig Factor aller Zahlen 
a, ß und ein Factor von s gleichzeitig Factor aller Zahlen y, 8 ist, und ebensowenig 
der Fall, dass eine der beiden Zahlen r, s oder beide der Einheit gleich sind. Die 
lineare Transformation T nimmt dann die Gestalt: 



T = 



r 


s 



hr 


r 


*,- 


j » 



an, und es bestehen zwischen den ganzen Zahlen a, ß^ y, 8 die p{2p — 1) Relationen 



^/ * a \ ^^9 wenn u =u. 

«s=i V , wenn ft ^ f* ^ 

oder die damit äquivalenten: 

'r'/'^ A, /» « V _rs, wenn /t'=;i, 
Ü («,. V. - ßf..n:) •= , wenn ^' ^ p. 



= 0, 



(yU, .ll' = 1,2, ...,p) 



= 0, 



(«,/i'— 1, 2, ...,/>) 
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Handelt es sich nun um die Zusammensetzung der vorliegenden Transformation T 
aus elementaren, so hat man zunächst die Werthe der Zahlen ß ins Auge zu fassen 
und in Bezug auf sie die folgenden drei Fälle zu unterscheiden: 

Fall I: Die Zahlen ß seien sämmtlich der Null gleich; 

Fall II: Die Zahlen ß seien nicht sämmtlich der Null gleich, und es besitze 
ihre Determinante ^^ = 2J + ßnß^^ • . • ßpp einen von Null verschiedenen Werth; 

Fall III: Die Zahlen ß seien nicht sämmtlich der Null gleich, es besitze aber 
ihre Determinante z/^ den Werth Null. 

Diese drei Fälle sollen der Reihe nach behandelt werden. 



2. 

In dem ersten Falle, wo sämmtliche Zahlen ß den Werth Null haben, kann 
man die lineare Transformation T, wenn man die dann stets von Null verschiedene 
Determinante Z + d^ tfgg • • • ^pp ^^^ P^ Zahlen d mit Js) und für (ly v =» 1, 2, . . . , p 
die Adjuncte von d^y in dieser Determinante mit d^, bezeichnet, in die Gestalt: 








8 


8 



bringen, wobei die Zahlen y, 8 den \p{p — 1) Bedingungen: 



«==p 






Cu,^'=l, 2, ...,;») 



genügen. Ist aber dies geschehen, so lässt sich die Transformation T sofort der 
Gleichung: 



T = 



d' 

u V 







d 



U V 



1 . . . 



■ ■ 



. . . 1 



^y.u.^v. 



1 . . . 



. . . 1 



s . . . 



. . . 8 . 



8 



. . . — 

8 



entsprechend aus elementaren linearen Transformationen vom Typus 2/, 2//, 2/ be- 

ziehlich zusammensetzen. 

Eine jede lineare Transformation, bei der die Zahlen ß sämmtlich den Werth 

Null haben, soll eine singulare genannt werden. Das vorher gefundene Resultat lässt 

sich dann so aussprechen, dass jede singulare Transformation aus drei, oder in speciellen 

Fällen aus weniger als drei, elementaren singulären Transformationen vom Typus 2/, 2// 

zusammengesetzt werden kann. 

12* 
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3. 



Bevor zur Behandlung des zweiten und dritten Falles geschritten wird, soll 
zur Orientirung Folgendes vorausgeschickt werden. 

Setzt man zwei singulare Transformationen: 



S' 










b; 



/ir 



S" = 










b«. 



mit der zu einer beliebigen Zahl ^ < !> gehörigen, im Anfange des Art. 4 des vierten 
Abschnitts angeschriebenen elementaren Transformation Tjj^^^ in der Reihenfolge S\ 
^iiMy ^" '^^ einer Transformation: 

zusammen, so ist in der Transformation: 



T 






für jedes ft und v von 1 his p: 



•=9 , ,, >?=*? 

*=1 t}=q-\-l 



^1F=P 



t=q 



tj=p 






n=p 



•flV 



^ CtrC^e "f" ^ Qj/^C^i; -^ 0«v*)^« "f" ^ ^^y^t^m Vjuv = ij DeyC^« -|- 2^ *^n'*^l^rij 



1=1 



ij=^+l 



«=1 



»7=9+1 



'r=9+l 



und man schliesst daraus, dass die zu der Transformation T gehörige Determinante 
z/-^ = 27 + bji bgj • • • ^pp iniDier einen von Null verschiedenen Werth besitzt, wenn 
q=p ist, dass dagegen, wenn g<^ ist, die Determinante d-^ den Werth Null be- 
sitzt, und zugleich ihre sämmtlichen ünterdeterminanten p — 1*®*^, p — 2**'^, ..., 3+ 1***^ 
Grades, nicht aber ihre sämmtlichen Unterdeterminanten 9^° Grades verschwinden. 



4. 

Mit Rücksicht auf das im vorigen Artikel gewonnene Resultat soll jetzt zu- 
nächst untersucht werden, ob jede lineare Transformation 7, bei der die Determinante Jß 
einen von Null verschiedenen Werth besitzt, sich aus zwei passend gewählten singu- 

lären Transformationen S\ S" und der Transformation Tj^j^p) der Gleichung: 

= ^ -^Illip)^ 

entsprechend zusammensetzen lässt. 

Bei der Durchführung dieser Untersuchung findet man ohne Mühe, dass die 
Transformationen S', S" auf unendlich viele Weisen so bestimmt werden können, dass 



— 93 



die letzte Gleichung erfüllt ist, und dass man alle der aufgestellten Oleichung ge- 
nügenden Paare zusammengehöriger Transformationen S', S" erhält, wenn man in S" 
an Stelle des Systems der jp^ Grössen b'' alle möglichen Systeme von p* rationalen 
Zahlen, deren Determinante z^^,, nicht verschwindet, einführt und dann zu jedem 
solchen Systeme an Stelle der übrigen in S\ S" vorkommenden Grössen a', c', b', a", c" 
die aus den Gleichungen: 



Oj. r 






(=1 



b" 



C^r — -^ — 

x=l ^ 



It 



'Xfl f 



Kv 



x=p ß 
x=l 



XV C.'/ 



'x^, 



b" 



tf 



^fiv 



yT yT fiA. rxl "y.v 
8 d. 



x=l 1=1 



Js.n' 



(//, » = 1, 2, .. .,p) 



in denen allgemein ^^^ die Adjuncte von /3^y in der Determinante ^^, %v die Adjuncte 
von b^y in der Determinante dy^« bezeichnet, sich ergebenden rationalen Zahlen 
treten lässt. 

Durch Einführung passend gewählter specieller Werthe für die Grössen b" 
kann man den Transformationen S'j 8" eine besonders einfache Form geben. Setzt 
man speciell bii -=» bj» = • * • ^ b^^ = r , alle übrigen Grössen b" aber der Null gleich^ 
so wird: 



a« 



P^ V 



C/ir = Ä 



/ilV ) 



b: 



flV 



ßfl^J 



{M, »=1, 2, ...,p) 



ft 



fl/iv = 



wenn v 



> 



0, wenn v ^ !"• , 









'fi V 



r, wenn v = ^, 
0, wenn v ^ [i. 



Bildet man die diesen Zahlen entsprechenden Transformationen S\ S'\ indem man 

zugleich die mit ^^^ bezeichnete Adjuncte von j3^y in der Determinante z/^ von jetzt 
an mit /3^y bezeichnet, und führt dieselben dann zugleich mit den durch die Symbole 
T, Tjjj(p) bezeichneten Transformationen in die Gleichung T = S' Tj^j(p)S" ein, so 

erhält man die Gleichung: 



jil V 

r 


r 




8 


s 





ru V 



UV 



ß. 







1 . . . 



■ • • • 



. . . 1 



_ 1 . . . 











1 

— . . . 
r 







1^ 

r 



d ff 



B «4V 



r . . . 



. . . r 



und weiter, indem man auf der rechten Seite sowohl die an erster, wie die an dritter 
Stelle stehende singulare Transformation nach dem in Art 2 Gezeigten aus elemen- 
taren Transformationen zusammensetzt, die Gleichung: 
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fxy 


r^lV 




r 


r 




^M- 


^flV 
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s 
















p 



fiV 







• • • 1 



Za 8 


















1 • • • 

• • * 

... 1 


— 1 ... 

■ • » 
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- V •••0 

rsJß 

• • ■ 

... - \ 








• • • 

' • ' rsdß 



1 . • . 



. • . 1 






« • • 



■ ■ 



I 









8d. 



. 
8d 







sJ^i 







. . . 

I ■ i 

1 

k • — — — 



welche die gewünschte Zusammensetzung der gegebenen Transformation aus elemen- 
taren darstellt. 

5. 

Im Anschlüsse an das am Ende des Art. 3 ausgesprochenen Resultates soll 
jetzt weiter untersucht werden, ob jede lineare Transformation T, bei der nicht nur 
die Determinante z/^ sondern auch die sämmtlichen Unterdeterminanten p — 1*^, 
p — 2*®*^, . . ., 2 + 1*^ Grades von z/^ verschwinden, von den Unterdeterminanten 
q*^ Grades aber wenigstens eine einen von Null verschiedenen Werth besitzt, sich 
immer aus zwei passend gewählten singulären Transformationen S'j S" und der Trans- 
formation Tj^j(q) der Gleichung: 

/TT CT O" 

entsprechend zusammensetzen lässt. 

Bei der Durchführung dieser Untersuchung mag für das Folgende zunächst 
vorausgesetzt werden, dass speciell die ünterdeterminante q^^ Grades: 

ßn Ä2 • • • ßiq 
ßn ßii ' ' ' ßig 



v^ = 



ßql ßq2 ' ' ' ßqq 



von Null verschieden sei. Man findet dann ebenso wie in dem früheren Falle, wo 
^ß von Null verschieden war, dass die Transformationen S', S" auf unendlich viele 
Weisen so bestimmt werden können, dass die Gleichung T = S' T^j^(^) S" erfüllt ist 

Für den vorliegenden Zweck genügt es, unter den unbegrenzt vielen möglichen 
Bestimmungen der Grössen a', c, b', a", c", b" eine solche herauszugreifen, bei der die 
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TransformatioDen S'j S" eine übersichtliche Form erhalten. Zu dem Ende bezeichne 
man mit ß,^ (e, s' *= 1, 2, . , , , q) die Adjuncte von ß,,' in der Determinante V^, setze: 









und definire Grossen g, 9^ £ durch die Gleichungen: 



g y = a^y — -27 (futdCgy^ 



/« =1, a, . . ., j \ 



Ps=al 



\ v == 1, J, . . . , p / 



Ö/iV = 






• .'. 



ra 



•1 »,==9+1 



(*„-;gp,.d,..), crs;;.':;--'") 



b/< V =" ~ ( "^ * -^ (>v« O^ e j , 






Grössen qp^ ^ durch die Gleichungen: 



1 'T? ^..ß.. 
9fiy = — ^ ~v~-' 



«=i 






V'/ir = - 



r«' 



tr=p 
T=H-i 



(y^»j- 



1^=9 «'=9 a tf ,Ö / 



e —«7 



^ ^ ^-_--)(d„-;Fp,.,j„.-). (-J:,^-,;- J 



»1 «'=1 



/* 



Eine Bestimmung der gewünschten Art wird dann durch die Gleichungen: 



5' = 



/'ll ßlq 


• . 


. 

• 

1 

1 

. 

• 67+11» 


Pgl Pg9 

gg+ll • • • S?+l9 


• • 

Sh-u+1 • • 


?pl • • • ipq 


»P9+1 • • 


• Spp 



«11 • • • ^Iq «Ij-f-l 



• • • 



«Ip 







Ai • • • ft« ftn-i • • • /5 



ip 



«g 1 • . • Ctq q CCq q-^X . • • CCq p 



9^1 1 . . • 9^1 g ^ • . . ü 



9«i ... 9 



pq 







. . . 



ßql ' ' ' ßqq ßqq+1 ' - ' ß 



qp 



. . . J^+iH-i • • • fe+i 



p 



. . . ipq-\-l • • • I 



*PP 



— 96 - 



S 



ff 



1 

r 

• 


« • ■ 
• • 




• • • 




• 


• • 
• • 


. ' 

• • • 





• • • 


1 
r 





• • 


. 


Vll 


• • ■ 


Vi? 


1 


• • 


• 


r 




r 


r 






'pA 


• • • 


'p, 





• • 


1 

• - — 


r 




r 






f 







9>n 



^1 



iflg-^l . . . i^lp r . . . ^^^11 



— röpi 



9>qi 



• • 9>qq ^99+1 ' ' > t. 



9P 



. 



9«+ll • • • 9>q-hi-9 ^9+19+1 • • • ^9+lP i • 



. r 

. 



^^9+19 ' • • — ^^. 



P9 



r . . . 







<Ppl • • • <Ppq ^pq-^1 • • • ^; 



PP 



. . . 







dargestellt. Aus diesen singulären Transformationen S\ 8" und der Transformation Tj^^^q) 
kann man die gegebene lineare Transformation T in der Form: 



^'^iiiiq)^ 



ff 



zusammensetzen, und man kann daher die Transformation T auch, da jede der beiden 
Transformationen 8', 8^' als singulare Transformation sich nach Art. 2 aus elemen- 
taren Transformationen vom Typus 2/, Tn zusammensetzen lässt, Tjj^^g) aber selbst 

eine elementare Transformation ist, ohne Mühe aus elementaren Transformationen 
zusammensetzen. 

Auf Grund des gewonnenen Resultates kann man, wie in Art 5 des ersten 
Abschnittes gezeigt ist, auch die der Transformation T entsprechende Thetaformel aus 
Thetaformeln, welche elementaren Transformationen entsprechen, zusammensetzen« 
Hat man aber im Laufe der Untersuchungen des folgenden Abschnitts schon die- 
jenige Thetaformel aufgestellt, welche der im vorigen Artikel behandelten Trans- 
formation T, bei der ^ß einen von Null verschiedenen Werth besitzt, entspricht, so 
kann man mit deren Hülfe die der hier vorliegenden Transformation T entsprechende 
Thetaformel auf bedeutend einfacherem Wege erhalten. Es beruht dies darauf, dass 
man die vorliegende Transformation T in der Form: 



T — T 



aus der Transformation: 



niip'^y 



Illip—i) — 



^///(P) ^/(9) 
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1...0 0... 0I0...0 0...0 



. . . 1 . . . 
. . . . . . 

. . . . . . 



. . . . . . 



. . . . . . 
. . . — 1 • • 



. . . . . . 
. . . 1 . . . 



. 



1 . 







. . . . 1 



. . . . 



1 




0...0 0-— liO 



und der Transformation: 



. 
. 



. . . 



«11 


"u 


« • • 


hp 


— • • 


. ^x, 




«1^1 


«ip 


r 


r 


r 


r 


r 

\ 

^,1 


r 

■ • 

Pqg 


• 


r 

• • • • 

"*H-i 


r 

■ ■ « 




««* 


Pqq+l 


ßgp 


r 


r 


r 


r 


r 


r 




r 


r 


"«+11 


''<H-i? 


— — ■ ■ • 


ßq+lp 


ßrhii 


ßq+lq 

B - ■ « ■ 




^^+1 H-i 


"9+1 P 


r 


r 


r 


r 


r 


r 




r 


r 


«PI 


P9 


ßpq-{-l 


Ppp 


".1 

• • 


Ppq 




"p9-hl 


PP 


r 


r 
Vi, 


r 


r 


r 


r 




r 


r 


Vii 

— -.- .- • ■ • 


*19+1 


'rp 


*ii 


. ''. 




''iH-i ,, 


yip 


s 


s 


« 


8 


8 

m m 

*,i 


8 

• 


• 


8 
• • • • 


8 

• • • 


y«! 


Yqq 


*«»+l 


^P 


s 


8 


8 


8 


8 


s 




8 


« 


.^?+ii 


yq-{-lq 


B ■ • 


Vlp 


*H-ii 


*J+I9 




^9+1 9+1 . 
— — . — • • • 


yq+ip 


8 


8 


s 


8 


8 


8 




8 


8 


• • • 


Vpq 


• 
■ ■ • • 


'pp 


*Pi 


. *^« 




• - — - — • • • 


Ypp 


H 


8 


8 


8 


8 


8 




« 


8 



bei der die Determinante der p^ im zweiten Quadranten stehenden Grössen von Null 
verschieden ist^ zusammensetzen kann. 

6. 

Es erübrigt jetzt noch, im Anschlüsse an das im Eingange des vorigen 
Artikels Bemerkte, den allgemeineren Fall zu behandeln, der durch die Voraussetzung 
charakterisirt ist, dass die Determinante: 



Krazrr und pRynr Thetafunctionen. 



13 



y (m, It) 



fi — 
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Ptrii «1 Pmi Ht • ' • Pw, 
Pm^ Hl Pm^ », • • • Pmj 



P"J^ «1 P»Jj n, • • • Pnij Hq 



wobei m^y m^y . . ., m^ und n^ ^ n, , . . . ; n, zwei beliebige Combinationen der Zahlen 
1, 2, . . . , i? zur 3**° Classe ohne Wiederholung bedeuten^ eine nicht verschwindende 
Unterdeterminante ^ Grades von Jß ist, während alle Unterdeterminanten höheren 
Grades verschwinden. Dieser allgemeinere Fall kann aber unter Benutzung der im 
vorigen Artikel für den speciellen Fall gewonnenen Resultate leicht erledigt werden. 

Zu dem Ende bezeichne man die von m^ , m^y . . . , m^ verschiedenen Zahlen 
aus der Reihe 1, 2, . . . , p in der natürlichen Reihenfolge mit m^+i , mg^% , . . . , Wj, , 
ebenso die von n^, n^y , . ,, ttq verschiedenen Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . . y p in 
der natürlichen Reihenfolge mit nq^iy fig^i, ..., n^ und definire alsdann zwei elemen- 
tare lineare Transformationen vom Typus Ti durch die Gleichungen: 



K' 



Xil ... Xip 







Xpi ... Xpp 



I / 







*ii • • • "ip 



... 



X« 1 * ■ ■ " 



PP 



K" = 



fr 



Xil . . . Xi« I 



%p\ . . , Xpp 














// 




// 


Xu 


• • • 


Xlp 


// 




// 


Xpi 


• • • 


^pp 



wobei für jedes q von 1 bis |7: 



X 



Q\ 



1, 



Xm^a 1 



'9^ 



ist, während alle übrigen Grössen Xy x den Werth Null besitzen. Bezeichnet man 
dann die zu den Transformationen K'y K" inversen Transformationen mit ÜC~^, K "^ 
und setzt aus diesen und der Transformation T eine neue Transformation: 



r = 



der Gleichung: 



"//r 


ßfiV 


r 


r 


8 


8 

1 



'— 1 



K^'TK 



'-1 



gemäss zusammen, so ist in dieser für jedes ^ und v von 1 bis |7: 



f^fir — ^m^n^y ßfiv — Pm^^n^t Ynv — ym^^n^y O^y — "in^Hy) 
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es hat folglich in der Transformation T die ünterdeterminante g**" Grades V- = 2; 
:hßnßi2 ' ' • ß99 ^®^ Determinante ^-j, da sie mit der Determinante V^"*»**^ identisch 
ist, einen von Null verschiedenen Werth, während alle Unterdeterminanten q + 1**" 
Grades verschwinden, und es lässt sich daher nach dem im vorigen Artikel Bewiesenen 

die Transformation f aus zwei singulären Transformationen S\ S" und der Trans- 
formation Tjjj{^q) zusammensetzen in der Form: 

Aus der die Transformation T definirenden Gleichung folgt aber unmittelbar: 

T=K' TK" 

und hieraus weiter, indem man T durch S' T^^^ig) S" ersetzt und die beiden singulären 

Transformationen K' S' zu einer einzigen 8\ die beiden singulären Transformationen 
S'' K" zu einer einzigen S" vereinigt, schliesslich die Gleichung: 

Damit ist aber bewiesen, dass die Transformation T, bei der die Unterdeterminante 
g*e» Grades V^*"^ der Determinante z/^ einen von Null verschiedenen Werth besitzt, 
während alle Unterdeterminanten höheren Grades verschwinden, sich aus zwei singulären 
Transformationen S', Ä" und der Transformation Tj^^iq) der Gleichung T^=^S' Tjjj{q)S" 

gemäss zusammensetzen lässt, und sie kann daher auch^ da jede der beiden Trans- 
formationen S\ S" als singulare Transformationen sich nach dem in Art. 2 Gezeigten 
aus elementaren Transformationen vom Typus 2/, T// zusammensetzen lässt, Tjjj{q) aber 

selbst eine elementare Transformation ist^ ohne Mühe aus elementaren Transforma- 
tionen zusammengesetzt werden. 

Überblickt man zum Schlüsse noch die in diesem Abschnitte gewonnenen 
Resultate, so lassen sich dieselben zu folgendem Gesammtresultate zusammmenfassen: 

Sieht man von dem Falle ab, in welchem die lineare Transformation T eine 
singulare ist, und in welchem zu ihrer Zusammensetzung aus elementaren Trans- 
formationen nur Transformationen vom Typus jP/, Tu verwendet zu werden brauchen, 
so erfordert die Zusammensetzung einer linearen Transformation T aus elementaren 
ausser Transformationen vom Typus T/, Tu immer die einmalige Anwendung einer 
Transformation vom Typus Tm, 

Die sämmtlichen linearen Transformationen T zerfallen in |) -f- 1 strenge ge- 
schiedene Klassen, welche den Typen: 

wobei 8, 8', 8'' singulare Transformationen bezeichnen, entsprechen; in dem Sinne, 
dass eine Transformation 8 sich niemals auch in der Form 8' Tj^jig) gf" darstellen lässt 
und eine Transformation 8' r^^^(,) gf" weder sich auf eine Transformation 8 reduciren, 
noch sich auch in der Form 8' T^j^W) S'\ wobei g ^ g ist, darstellen lässt. 

13* 



Sechster Absclmitt. 

> 

Anfstellnng der zu der allgemeinen linearen Transformation gehörigen Thetaformel. 



1. 

Nachdem im vorigen Abschnitte nachgewiesen worden ist, dass sich jede 
lineare Transformation T aus elementaren linearen Transformationen, 3/, T//, Tu/, 
und daher, mit Rücksicht auf Art. 5 des ersten Abschnitts, auch jede zu einer linearen 
Transformation gehörige Thetaformel aus den im zweiten, dritten und vierten Ab- 
schnitte aufgestellten, den elementaren Transformationen entsprechenden Thetaformeln 
zusammensetzen lässt, soll jetzt der Aufbau der zur allgemeinen linearen Trans- 
formation : 



T = 



%» 


P.UV 


r 


r 


y u »• 


*- 


S 


8 



gehörigen Thetaformel in Angriff genommen werden. Auf Grund der im vorigen 
Abschnitte erhaltenen Resultate hat man dabei in Bezug auf die Transformation T 
die folgenden vier Fälle zu unterscheiden: 

Fall I: Die Zahlen ß seien sämmtlich der Null gleich; 

Fall II: Die Zahlen ß seien nicht sämmtlich der Null gleich, und es besitze 
ihre Determinante ^^ einen von Null verschiedenen Werth; 

Fall III: Die Zahlen ß seien nicht sämmtlich der Null gleich, und es besitze 
die Unterdeterminante q^^ Grades V^ = 2J + ßnß2i - - ' ßqq ^^^ Determinante z/^ einen 
von Null verschiedenen Werth, während alle Unterdeterminanten q + 1**° Grades von 
ztfi verschwinden; 

Fall IV: Die Zahlen ß seien nicht sämmtlich der Null gleich, und es besitze 
die Unterdeterminante q^ Grades V^*"' ''^^^+ßm,n^ ßm^r^ - -- ßm^ »j ^^^ Determinante J^ 
einen von Null verschiedenen Werth, während alle Unterdeterminanten q + l**'' Grades 
von z/^ verschwinden. 



\ 
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2. 

Der zweite der soeben aufgestellten vier Fälle soll zuerst behandelt werden. 
In diesem Falle wird die Zusammensetzung der vorliegenden Transformation T aus 
elementaren durch die am Ende des Art. 4 des vorigen Abschnitts aufgestellte 
Gleichung geliefert, und um die zu der Transformation T gehörige Thetaformel zu 
erhalten, hat man die sechs Thetaformeln, welche den sechs auf der rechten Seite der 
erwähnten Gleichung stehenden elementaren Transformationen entsprechen, aufzustellen 
und dieselben alsdann nach der in Art. 5 des ersten Abschnitts gegebenen Vorschrift 
zusammenzusetzen. 

Es entspricht nun zunächst der durch die Charakteristik: 



ru r 











c. 



bestimmten elementaren Transformation die aus der Formel (I,) des zweiten Ab- 
schnittes für dfiy=^ßfiy unmittelbar hervorgehende Thetaformel: 



(1) 



wobei: 





9 + 9 


iv'%^U 


(',•• -»ejM 


- Ä - 




//=! ,«=1 ^-.1 


fi—1 ,a=:l 


^ ßv^ßy'fi'a/iifi'' 



(v, •=!, 2, ..., p) 



Der durch die Charakteristik: 



1 . . . 



. . . 1 



£a 8 

fit ryt 







. . • 1 






bestimmten elementaren Transformatton entspricht ferner die aus der Formel (11) des 
dritten Abschnitts für 6^^ «=» 2/ a^./Jy. bei passender Wahl der Bezeichnung hervor- 
gehende Thetaformel: 



(2) » [j;;;]t'"'j..., = »ß»]««'"»,»; 



t=ip v=sp r==p 

Z Z I] 

V=:l y'rsl «=1 



^' V^ vi ^ U) (1) . V'' V^ ^ (1) . 

2d 2a 2d "vtt^VtSy 9^ ni — 2j J^ «y^ßy^Qy «• 



-=1 f=l 
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wobei: 






(8) (1) 



Ä?^ 



.(2) 



(1) *'*^ 

«=1 






.(1) 



.U) 



i—p 



(v,r'=:l, 2, ...,p) 



J;,// = hvl'' + 27 CCrtßv'e^i» 



Der durch die Charakteristik: 










— 1 


■ • 


. 







- 1 



1 . . . 



. . . 1 



bestimmten elementaren Transformation entspricht weiter die aus der Formel (III^^^) 
des vierten Abschnitts bei passender Wahl der Bezeichnung hervorgehende Thetaformel : 






(3) 



wobei: 



+ 



//.l^^t"».- 



y» '*»• f 



V?' 



n% 



(«) -,(«) 



6W »^1 



2; fti'^t;;.'^ 






.(3) _ «* i:(2) 



(r, i-*«!, 2, . . ., p) 






6(«) 






ist, während z/^(2) den Werth der aus den Parametern ft^^^' der auf der linken Seite stehen- 
den Thetafiinction gebildeten Determinante 2J + fti? 622 . • • &pi» , 6?/l' (/*, ft' = 1, 2, . . . , p) 

aber die Adjuncte von h^^]^' in dieser Determinemte bezeichnet^ und die auf der rechten 
Seite stehende Wurzel so auszuziehen ist, dass ihr reeller Theil positiv wird. 

« 

Der durch die Charakteristik: 



1 

rsJß 

• * 





• 


1 







(i 



rsJ^ 











rsJ, 
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bestimmten elementaren Transformation entspricht weiter die aus der Formel (I3) des 
zweiten Abschnitts für q^^^rsJß bei passender Wahl der Bezeichnung hervorgehende 
Thetaformel: 



%^ 



rsd. 



wobei : 






fi) 



C« "L« , 



ö(*) 



.W 



(8) 



Der durch die Charakteristik: 



.(4) 



2 1.(3). 



6r.^' = (r.sz/^)«6l^^. 



(r, r'=sl, 2 />) 



1 . . . 







. 



rsd^Zü ff 







. . . 1 



bestimmten elementaren Transformation entspricht weiter die aus der Formel (II) des 

dritten Abschnitts für Cf^y = rs/lßS8^tß'f hei passender Wahl der Bezeichnung her- 
vorgehende Thetaformel : 

r^=p r'=ap c»p t==p c=^ ^ 

(5) *[j;;;]ct^*'u=*[j;:;]«t;'»i,„. 



y»! v'=»l «»1 



wobei: 






(&) (4) 



•==p 



M=l •=:! «=1 



.(6) r(4) 



6i^^, = bVi^ + rs^^ 2; d,,ß'^,%L 



2; 



(r, r' =» 1, 2, ...» p) 



Endlich entspricht der durch die Charakteristik: 



SJß . . . 



. . . 8d, 



»j, 



« • • • 



«'^Z. 
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bestimmten elementaren Transformation die aus der Formel (I3) des zweiten Abschnitts 
für q^^s^ß bei passender Wahl der Bezeichnung hervorgehende Thetaformel: 



(6) 



wobei: 



(«^.)'^[S]k'U = 



0, 1, . . . , *^rf — 1 

2 » 



P- 1 • ■ • ) Qp 



^' 



s^ßV''' 



ä(^> + 



Q 



8d 



fi J 



»•^^ (5) 



M*e 



ytsl 



Vv — 



8d 



V 



(5) 

V 1 



hyr' = 



(«V 



hvv' . 



(»,*' = !,«,..., p) 



Man setze nun zunächst die Formeln (1), (2), (3); (4) zusammen. Zu dem 
Ende hat man die in der Gleichung (2) auf der linken Seite vorkommenden 
Grössen t^^^, U^^ als nicht verschieden von den auf der rechten Seite der Gleichung (1) 
vorkommenden Grössen v^^^j ¥^^ anzusehen und zugleich für jedes v von 1 bis p: 

g^v^ = -r^ (3* -{' Qr) , f^^ =hv zu setzen; die auf der linken Seite der Gleichung (3) 

vorkommenden Grössen v^^\ U^\ g^^^, W^ als nicht verschieden von den auf der rechten 
Seite der Gleichung (2) vorkommenden Grössen v^^\ U^\ g^*\ AW, und ebenso die auf 
der linken Seite der Gleichung (4) vorkommenden Grössen v^^\ U^\ g^^\ U^^ als nicht 
verschieden von den auf der rechten Seite der Gleichung (3) vorkommenden Grössen v^^\ 
5(8)^ ^(3)^ j(8) 2u betrachten, sodass alsdann allgemein d. h. für x == 2, 3, 4 die auf 
der linken Seite der tc^^ Gleichung stehende Thetafunction mit der auf der rechten 
Seite der x — 1*®° Gleichung, entweder allein, wie bei den Gleichungen (2), (3), oder 
als allgemeines Glied einer Summe, wie bei der Gleichung (1), vorkommenden Theta- 
Ainction identisch ist. Nachdem dies geschehen,' ersetze man in der Gleichung (1) die 
auf der rechten Seite hinter dem Summenzeichen stehende Thetafunction durch den 
aus der Gleichung (2) dafür sich ergebenden Ausdruck, nachdem man zuvor in dieser 

letzten Gleichung die auf der rechten Seite vorkommende Function ^\^,^) C^^^^^J^C») °^'^ 

Hülfe der Gleichung (3) durch die Function ^\ ^^^^ ((^^'^1^(8) und diese letztere mit 

Hülfe der Gleichung (4) durch Thetafunctionen mit den Argumenten v^f^ und den 
Parametern U^^ ausgedrückt hat. Man erhält dann nach einigen leicht ersichtlichen 
Umformungen die zu der Transformation: 



»(1,2,8,4) 



l^iv 


TS dp 


rsJ^ 


-»•«?;, 






gehörige Thetaformel in der Gestalt: 
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ip-» 



^aw- = 



(-»)" 



(F^) 



y r'^ß^^ 



_« 



£2:1: 

ff'* 









0|1,..., rsJß—\ 



a^,...,ap 



g + <f 

^^9 J 



ff^^'lw). 



wobei : 



Qy = £ ßy^g,,, 






'/*^ 



^ // 






(V,r'=al,a, ..., JB) 



v^'^ = s^ "* ^ '' - ^^'^ 



A fi 



O = j^Tj- E^E ßvfi A^fi'r Uf, U^' , 



A fi M ^ 



0, l,...,/fv— ] 



G [0, 0^ . . . 6p\ 



2 ^ 



P fi V P \ c / 



I • • • » 



^p 



ist, wäbrend in Übereinstimmung mit der in Art. 1 des ersten Abschnitts gewählten 
Bezeichnung : 

— («r^ ni -^ Z! ßtfi' a^^'j = Äf^y 



(W, »-sal, 8» .... p) 



gesetzt und mit z^a die stets von Null verschiedene Determinante 27+ ^,1 -^^^ ... Äppy 
mit J.UV die Adjuncte von Äf^y in dieser Determinante bezeichnet ist. 



3. 

Die soeben eingeführte, von den ganzen Zahlen <7j , a^y * • • ? ^p abhängige 
Summe (? [(Jj «Jg . . . ö>] , für die im Folgenden auch das kürzere Zeichen G [a] an- 
gewandt wird, ist im Allgemeinen nicht für jedes Werthesystem tf^, <y.^, . . ., Cp von 
Null verschieden. Es ergibt sich nämlich, dass diejenigen Systeme ganzer Zahlen 
^1 j ^i7 • • • » ^P) f^r welche G [e] einen von Null verschiedenen Werth besitzt, identisch 
sind mit jenen Systemen ganzer Zahlen <7j , 621 •••; ^py welche den Gleichungen: 



{E) 



^v^^vn' -(t)-(i) 



P' 

' Vi 



SSS -J:^ tf^V'ni + ^S^i^ {"r+M^o^^ß.,) -^n' 



= 1, 



t = 1, 2, . . . , w, 



in denen ^^^ ^ q^^ ^ • • •> P«^ (i = 1, 2, . . ., w) die sämmtlichen Normallösungen des 
Congruenzensystems : 

Krazbb und Fbtm, Thetafonotioneu. 14 



— 106 — 



(C) 



-^ 2J a^ißvu'Qfi' = (mod. Jpi) , . . . , 2^ 2? a^pßrfi'Qf,' ^ (mod. ^^) 



U' V 



^' * 



bezeichnen; genügen, und weiter , dass diese Zahlensysteme sämmtlich durch das 
Gleichungensystem : 

(5% «* <Jr + 2J {üv^ Xfi — ßyf^ X^) (» = 1, 2, . . . , p) 



/* 



geliefert werden, wenn man darin unter o^^ 6^y ..., äp irgend eine Lösung der 
Gleichungen {E) versteht, für die x, A aber der Reihe nach alle möglichen Systeme 
von je 2p ganzen Zahlen setzt. Auch ergibt sich die Gleichung: 

G[^i + ^ («1/1 ^M -" ßiu^f^) ■ . . *p + -27 («p/iX^ — ßp^k^i)] 

H 14. 



EZH 



a ^' 



vn' tii 



/*: 



i 



e G[^i ' 



' • ^pj • 



Unter Benutzung dieses Resultates kann man die am Schlüsse des Art. 2 auf- 
gestellte Thetaformel, wenn man für v = 1, 2, , . ,, p: 

setzt und mit n die Anzahl der Normallösungen des Gongruenzensystems : 

1^1 ^ (mod. TsJ^j)^ 1^2 =^ (mod. rsJß)^ . . ., i?p ^ (mod. rsJ^ 
bezeichnet, in die reducirte Gestalt: 



P 



9 
h 






aß', 

e e ö[<y] 



w 



+ 



«./*:... 



o.i,...,r*^^— 1 27 S 27 — j ^^ x^x^.Äj + 2 27 27 -^ (oy+\ £ a^gp^Ax^m 

\n fl fl' V P ft V P \ § / 

X ^ « 



0- 



X , . , » f X 
"l ' ' • * I 1 

bringen. 



^ I o 



9 +_?_+_»?. 



L »•«</ 



((t^^^^lu) 



Aus der gewonnenen, der Transformation y^^»*»^»*^ entsprechenden Thetaformel 
und den beiden noch übrigen in Art. 2 aufgestellten elementaren Thetaformeln (5)^ (6) 
soll jetzt durch passende Verbindung die der vorgelegten linearen Transformation T 
entsprechende Thetaformel gebildet werden. Zu dem Ende setze man in der Formel (5): 



9^^^ = vr:r (^^ + *v + i?0, 



rSäd 



h'^ 



rsQy, 



(v = l, 2, . . ., p) 
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betrachte die in dieser Formel vorkommendeu Grössen v^^\ U^^ als nicht verschieden 
von den auf der rechten Seite der Forniel (F2) stehenden Grössen v^^, 6^*^ und 
weiter die in der Formel (6) vorkommenden Grössen g^^\ ¥^\ t?^*), 6^^) als nicht ver- 
schieden von den auf der rechten Seite der Formel (5) stehenden, durch die soeben 
gemachten Festsetzungen mitbestimmten Grössen g^^\ h^^\ v^^\ U^K Es wird dann die 
auf der linken Seite der Formel (5) stehende Thetafunction mit der im allgemeinen 
Gliede der auf der rechten Seite der Formel (2^g) stehenden Summe vorkommen- 
den identisch, ebenso wird die auf der linken Seite der Formel (6) stehende Theta- 
function mit der auf der rechten Seite der Formel (5) stehenden identisch, und man 
erhält, indem man in der Formel (F^), nach vorhergegangener Multiplication derselben 

mit {sJßf, die auf der rechten Seite hinter dem Summenzeichen stehende Theta- 
function durch den aus der Gleichung (5) dafür sich ergebenden Ausdruck ersetzt, 
nachdem man zuvor in dieser letzten Gleichung an Stelle der auf ihrer rechten Seite 
stehenden Thetafunction den aus der Gleichung (6) dafür sich ergebenden Ausdruck 
eingeführt hat, die zu der vorgelegten linearen Transformation T gehörige Thetaformel 
nach ziemlich weitläufigen Umformungen in der vorläufigen Gestalt: 



(^3) 






9 
h 



{(4 






-'f - eV(».*)g(P(&)ef^3 



X 2 Z ' 



«J» • • • I ^p 



Cl» •••♦ Pt) 



r" •v I p 



X e 



P V 



d- 



9 + <f+V 






8 



8^ 



(vi , 



n 



wobei: 



1 1 ' 



h i" » 



V fi ,u 






fp{a) = —UZZ! l' y iciy+^Ilttyf,ßyf\ (i!y' + ^Zar^^,'ßy'J\ni — --Ili:yy^dr^ (0^».+ ^S o^fi^ßyA iti. 



^* VI A' 
Vv = — E A^ yilf, , 

riy=2J {Cty^ Xf, — ßy^ A^) , 



nt 



u 



^A fi 



(r,r'=l,2,...,p) 



gv 



ist. 



i HUy^, ßyf, + ^ (^*IUg/i — ß^iuhf,) , hy = i Ey^f^Öy^ -{• E {~ y^ fi gfi + Öy f^kf,) , 

\rs^ßUdy,ßy,—2J£öy,ßy'J6y'+^Uar'^ßy'A — rs£ßy^,x,,'-^JßI]yyudyf, 



14 
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Die auf der rechten Seite der Formel {F^) stehende Summe erleidet nur 
eine Umstellung ihrer Summanden und folglich keine Änderung ihres Werthes, wenn 
man im allgemeinen Gliede derselben die Grossen x, X, q um irgend welche ganze 
Zahlen ändert. Auf Grund dieser Eigenschaft kann der letzten Formel eine einfachere 
Gestalt gegeben werden. 

Zu dem Ende ersetze man zunächst^ indem man beachtet^ dass die Grössen q , 
wie unschwer zu zeigen ist, ganzzahlige Werthe besitzen, für jedes v von 1 bis p 

QV durch Qy Qy. 

Um sodann weitere Vereinfachungen der Formel vorzubereiten, bezeichne man 
mit X« , I^ (ft == 1, 2, . . . , p) 2p ganze Zahlen, welche den p Congruenzen : 

^1 ^f (mod. r) , ^2 ^^ (mod. r) , . . . , rjp^O (mod. r) 

genügen, und ersetze für jedes ^ von 1 bis p x^ durch x^ + S^, A^ durch A^ + X^^ 
und gleichzeitig für jedes v von 1 bis p q^ durch Qv — ^[iVr'i dabei sind zur Ab- 
kürzung mit rjy , rjy die Ausdrücke: 

rjv= ^(— Yvfi^u + Sv^l/n) (i«l,2,...,p) 



rjy = 2 (CCyf^Xu ßvfl^ft)) 



.u 



bezeichnet. Die dadurch entstehende neue Summe unterscheidet sich dann nach dem 
vorher Bemerkten von der ursprünglichen nur durch die Anordnung der Glieder; 

setzt man daher für das System der 2 p ganzen Zahlen x^, . . ., Xp, A^, ..., Xp der 
Reihe nach die sämmtlichen Normallösungen des Congruenzensystems: 

s^ßTJi ^0 (mod. rs^ß) , 5^^ Vi^^ (mod. rsz/^) , . . . , sJ^ rfp^O (mod. rs^ß) , 

bezeichnet die Anzahl dieser Lösungen mit n und addirt die n' so entstandenen 
Summen, so erhält mau eine neue Summe, welche das n'-fache der ursprünglichen 
ist. Auf diese Weise geht aus der obigen Thetaformel die neue: 



(F,) 






9 
h 



'* -rm 



91 tf^j 



e e 



e'^'^'^Glö] 






V fl 



X ) . . . I x. 
A , • > . ) Ap 



Q. 



» • • • » 



^P 



-■^IJ- 2J(?,+ o^v + '7r)^»^« 



(— ^ 1 o 



Xe 



H 






% 



9 + <i-\-V 






8 



SJ 



ßJ 



H 



H 



hervor, bei der: 






» ■ • • I 



AI f ■ * ■ 9 ^ 



i» 



— 109 — 

ist; dabei deutet der Accent am Summenzeichen an, dass zur Bildung dieser Summe 
an Stelle des Systems der 2p Grössen^ x^, ..., Xp, Ä, , ..., Xp von den (rsJpyp 
Variationen der Elemente 0, 1, . . ., rsJß — 1 zur 2|)**" Classe mit Wiederholung nur 
diejenigen, n an der Zahl, treten sollen, für welche die |? Grössen ^, , %y ..., ^p 
sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind. 



o. 
Die soeben eingeführte, von den ganzen Zahlen q^^, q^, ..., Qp abhängige 

Summe ä\~^ ' ' ' ~J' \} för die im Folgenden auch das kürzere Zeichen jff -^ an- 
gewandt wird, ist im Allgemeinen nicht für alle Werthesysteme q^, p^, ..., Qp von 
Null verschieden. Es ergibt sich nämlich zunächst, dass ^ -J- immer verschwindet, 

wenn die ganzen Zahlen q^, q^, . . . , Qp nicht sämmtlich durch z/^ theilbar sind. 
Ist aber: 

wobei Tj , Tg, ..., Xp ganze Zahlen sind, so geht if —^ in ^^!^H\z] über, wenn 
man mit H\r] die Summe: 






ni 



X .... , Xp 
A . . . • » *p 

bezeichnet, bei der der Accent am Summenzeichen bedeutet, dass an Stelle des Systems 
der 2p Grössen Xj, ..., Xp, A^, ..., Ap von den {rsy^ Variationen der Elemente 
0, 1, . . ., rs — 1 zur 2p^^ Classe mit Wiederholung nur diejenigen treten sollen, für 
welche die p Zahlen i^^ , i^, , . . . , r^p sämmtlich durch r theilbar sind. Für diese neue 
Summe ergibt sich nun aber, dass diejenigen Systeme ganzer Zahlen r^, Tg, ..., r^, 
für welche S[\x\ einen von Null verschiedenen Werth besitzt, identisch sind mit jenen 
Systemen ganzer Zahlen r^ , r^ , . . . , r^ , welche den Gleichungen : 

V fA |fL\^/\jj/J 

iß) e =1, 

% ^^ X, iu, • • • , fW , 

t 

genügen, in denen zur Abkürzung: 

2;(«„j$> - /J,,X«) = ^«, zi- y,^x« + d,,X«) = ^? (■•=;.« ") 

gesetzt ist, und in denen xi , . . ., x^^, li\ . , ., Äp^ (i = 1, 2, . . ., m) diejenigen 
Normallösungen x^, . . . ., x^^ A, , . . ., Äj» des Congruenzensystems: 



— 110 — 



(C) 51^1 ^ (mod. rs), s% e=e (mod. rs), . . ., srjp ^ (mod. rs) 

sind, welche der weiteren Bedingung genügen, dass durch sie:' 

(C') 2 fivVr = (mod. rs) 



wird für jedes System von 2p ganzen Zahlen x, A, für welches die p Grossen 
1^1 y rj^, .... rip sämmtlich durch r theilbar sind; und weiter findet man^ dass diese 
Zahlensysteme r^ ^ r^ , . . . , tp sämmtlich durch das Gleichungensystem : 



t^= rv+ sgy + ri 



— f 

V 



(»-=1, 2, . . .,p) 



geliefert werden, wenn man darin unter r^, i^, ..., Xp irgend eine Lösung der 

Gleichungen (E) versteht, für die g alle möglichen ganzen Zahlen , für die x, 1 aber 
alle diejenigen Systeme ganzer Zahlen, welche den Congruenzen: 

^1^0 (mod. r) , ^g e^ (mod. r), . . . , ^^ 5EE (mod. r) 
genügen, setzt. Auch ergibt sich die Gleichung: 

^[^1 + Sil + Vi''-ip+ sip + fjp] 



xe 



Xx I V« • • • Xp\ • 



6. 



Unter BeButzmig des Resultates des letzten Artikels kann man nun endlich 
die zu der linearen Transformation: 



T = 



^flV 


r 


y,r 


8 



ß 



luv 



d 



^1' 

8 



bei der z/^^0 ist, gehörige Thetaformel in die definitive Gestalt: 



W 






^{i^A 



e e 



e^ G[S]H[i] 






X 2 « ' 



» /l 



X ) . . . t *p 



X^ , . . . I Xp 



— — 2* STy i^y/ri — --2-(«^v+öv+ »^.)*»'^* 

V V 

xe d' 



9+ ^ + n 

r 
s 



C4 
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bringen. In dieser Formel ist zunächst: 

• • 

A n A ,u 

wenn man mit Af^v, B^ir die Ausdrücke: 

mit Ja die Determinante 2J + ^^^g • • • ^pp ^^^ ™^^ ^a*»' ^^® Adjuncte von A^^ in 
dieser Determinante bezeichnet; es ist ferner zur Abkürzung gesetzt: 

(y s=l, 8, ...,P) 



^ = - 7 £ £ 2J ßvfi A'^'vUf, Uf,' , 



^^A ^ ^' V 






11 /4' T 



— — 2J 2J Z:yyf,Syu(cCyu'9.u' — ^V V)*^; 

' W <1 IJ 






^ r~S ^^ yr^. Syf, (Öy + ^Z Uyf,' ßy^,' ) Jtt , 
V ,W \ jLl' / 



^...y^..' ßL 



^H n fi' V P fi V P \ ff / 

9j I • • • » ^p 



wobei ^^ die Determinante ^ :ti ßußa - ' ' ßpp ^^^ ß^^ ^^® Adjuncte von ß^y in 
dieser Determinante bezeichnet, und unter ä^, ä^, . . . , äp eine beliebige Lösung des 
in Art. 3 aufgestellten Gleichungensystems (£) zu verstehen ist; es ist weiter: 

1 ... rs-l 71 27i?,VK^» + 2?x^^^Ät — -2;r(lv+i27yv/,rf^^ U,,-(&y + i27ay^/Jy^^ 



e 



X^, . . . , Xp 



wobei der Accent am Summenzeichen bedeutet, dass an Stelle des Systems der 2p 
Grössen Xj , . . . , Xp , A^ , . . . , Aj, von den (rsy^ Variationen der Elemente 0, 1, . . . , r 5 — 1 
zur 2p*^^ Glasse mit Wiederholung nur diejenigen treten sollen, für welche die p Zahlen 

Vi 7 Vif ' ' 'f Vp sämmtlich durch r theilbar sind, und unter r\ , r^ , . . . , ip irgend eine 

Lösung des in Art. 5 aufgestellten Gleichungensystems (E) zu verstehen ist; es be- 
zeichnen weiter: 
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n^ die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystems: 

srji ^ (mod. rs), 8% z^ (mod. rs), . . . , srip =£ (mod. rs), 
rrii ^ (mod. rs), rr(% z^ (mod. rs), . . . , rr{p t^ (mod. rs) , 

Mg die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystems: 
1^1 ^ (mod. ri) , i^j ^= (mod. rs) , . . . , i^p ^ (mod. ri) ; 

es ist endlich die auf der rechten Seite stehende Wurzel so auszuziehen ^ dass ihr 
reeller Theil positiv wird. 

Die Anzahlen n^y n^^ sowie die Zahlen h , i hängen von den Zahlenwerthen 
der a, ß, y, d ab und müssen in jedem Falle besonders bestimmt werden. 



7. 

Es soll jetzt der erste der in Art. 1 aufgestellten Fälle behandelt werden, der 
dadurch charakterisirt ist, dass bei der vorgelegten linearen Transformation alle Zahlen ß 
den Werth Null besitzen, oder, was dasselbe, diese Transformation eine singulare ist. 
Nachdem man in den vorhergehenden Artikeln diejenige Thetaformel gewonnen hat, 
welche der allgemeinen linearen Transformation im Falle /^^ ^ entspricht, erhält 
man die der vorliegenden singulären Transformation: 



S = 



a 



flV 



,1. 



flV 



'UV 



8 ' 8 



zugehörige Thetaformel auf die einfachste Weise, indem man diese Transformation der 
Gleichung: 



S= Tjjfp)T 



gemäss, aus den beiden Transformationen: 

1 ... 



r„/P) = 



. . . 1 



1 . . . I 



• • 



0... — 1 



T = 



a 







lAV 



S 



8 



und entsprechend die zu ihr gehörige Thetaformel aus den beiden zu den Trans- 
formationen Tj^jip), T gehörigen Formeln in der früher angegebenen Weise zusammen- 
setzt, indem man beachtet, dass die zu der fundamentalen Transformation Tj^) 

gehörige Thetaformel schon im vierten Abschnitte aufgestellt wurde, die der 
Transformation T entsprechende Thetaformel aber, da bei ihr die Determinante 



^k = ^±ßn ß,2"' ßpp = (- ir ^ + «11« 



22 



ttpj, einen von Null verschiedenen 
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Werth besitzt^ aus der im vorigen Artikel aufgestellten Hauptformel durch passende 
VerfiSgung über die dort vorkommenden Zahlen a^ ß, y, d ohne Mühe abgeleitet 
werden kann. Auf diese Weise erhält man, nach Durchführung der möglichen Ver- 
einfachungen, die der vorgelegten singulären Transformation S entsprechende Theta- 
formel in der Gestalt: 



(@) 



ns^^a ^ 



9 
h 



i[u}a = c H [r] 



0,1 r,_i-;?;^'^rv;^i+2;x„^^7r.--i2:2;y,,«^^;,»^7rf-^^^2:?v'?;^ 



X- 2 e 



Xj, . • • I Xp 



^J» . . . J 



S 



V 

Xe d' 



g + v 



h+i + v 

8 



w*- 



In dieser Formel ist zunächst: 



Vv = -J £ dvuUfij 



.11 



6,y = ^ 27 dpfi (yy'ft ni -{- £ d^yauiA ; 



(v, »' = 1, 2, . . . , p) 



es ist ferner zur Abkürzung gesetzt: 



rjy = £ Uvfi x^ , 



7?; = U (— yyf, x^ + dr^, A;,) , 



/' 



ft 



(v = 1, 2, . . . , p) 



Uv = 2 a^f^gf,, 






u 



^{9} *) = -: o -2; 27 27 a^t, rni'9fi 9fi' ^i — — 27 27 27 y^.u S^fi ccrf,'9u' ^i ] 
es ist weiter: 

^1 » • • • » ^p 

wobei der Accent am Summenzeichen bedeutet, dass an Stelle des Systems der 
p Grössen x^, . . ., Xp von den {rsy Variationen der Elemente 0, 1, .. . ., rs — 1 zur 
^ien Giasse mit Wiederholung nur diejenigen treten sollen, für welche die p Zahlen 
ViJ V2y •••? Vp sämmtlich durch r theilbar sind, wobei ferner zur Abkürzung: 



i^v = — 27 yyf^i Xu 



(v = 1, 2, . . . , p) 



O 1 



gesetzt ist, und wobei endlich Tj , tg, ..., tp eine beliebige Lösung des Gleichungen- 
systems: 

KRAZ2B und Pbym, TLeUfünctionen. 16 
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(E) 






1, 



c —^ X« ^. ■ • • « '//» ■ 



bezeichnet, in dem zur Abkürzung: 

y> ^ -(«') -(0 



^ yvfi 9Cu =3 ijy 



::(') 



(I = 1, 2, . . . , Ml \ 
r=l, 2. ...,p/ 



gesetzt ist, und in denen xi* ^ , . . . , Xp (i » 1, 2, . . . , w) diejenigen Normallösungen 
ic^y , . ,, Xp des Gongruenzensystems: 

(C) s^i ^: (mod. rs), s^^ ^ (mod. rs), . . . , s^p ^ (mod. rs) 

sind, welche der weiteren Bedingung genügen, dass durch sie: 
(C') ^ Vv Vv ^ (mod. rs) 



Vp 



a 



pp 



wird für jedes System von p ganzen Zahlen x, für welches die p Grössen rj^j i^g, . 
sämmtlich durch r theilbar sind ; es bezeichnet endlich ^a die Determinante 2? + ^n ^a 
und n die Anzahl der Normallösungen des Gongruenzensystems: 

Sfji ^ (mod. rs), 8% ^ (mod. rs), . . . , sr^p ^ (mod. rs), 

riji ^ (mod. rs), ' riyi ^ (mod. rs), . . . , ri^^ ^ (mod. rs). 

Diese Anzahl n, sowie die Zahlen t hängen von den Zahlenwerthen der a, y, 8 ab 
und müssen in jedem Falle besonders bestimmt werden. 



8. 

Es soll jetzt der dritte der im ersten Artikel aufgestellten vier Fälle behandelt 
werden, der dadurch charakterisirt ist, dass bei der vorgelegten linearen Transformation T 
die ünterdeterminante c^^^ Grades V^ = 2? + /S^i ß^^ - - - ßqq ^^r Determinante -J^ einen 
von Null verschiedenen Werth besitzt, während alle Unterdeterminanten höheren 
Grades verschwinden. Wie am Schlüsse des Art. 5 des fünften Abschnitts gezeigt ist, 
kann man in diesem Falle die Transformation T aus den beiden dort angeschriebenen 

Transformationen T^^^(p—i), T in der Form: 

zusammensetzen, und man kann daher auch* die zur Transformation T gehörige Theta- 
formel aus den beiden, zu den Transformationen Tj^^ip—q) «= T^^^ip) T~]iq), T ge- 
hörigen Thetaformeln zusammensetzen, von denen die erste aus den Formeln des 
vierten Abschnitts erhalten wird, die zweite aber, da bei der Transformation T die 
Determinante -J^ von Null verschieden ist, aus der Hauptformel des Art. 6 bei 
passender Verfügung über die dort vorkommenden a, ß, y, d hervorgeht. Man erhält 
tiuf diese Weise die der vorliegenden Transformation T entsprechende Thetaformel 
in der Gestalt: 
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' ' ^ <■ V |M "v h*- 



'^j j • • • 1 ^p 
/^ , . . . f /p 



— 1-2? ^r 'iy Äi - — Z" (W- + *y+ '/,. ) t-y 7t » 

xe ^ 



/N I O 



<7 +0 + n 



8 



((4» , 



_— o 

bei der v, 6, iy, ij', ^, Ä, ^, V'C^, *), S[t], Wj, W2 dieselbe Bedeutung haben wie in 
Art. 6, und bei der: 

• ■ r 



' — -l2J 2J yy^ dvf, {6^ -{- ^ 2J «v^' ßyA %i , 






o,i....,j,-i -2:2:2; ^^^^%^v''» + «^-^''^^^^ («. +4 2:«.. /?..)?.« ^1 



■ " • 1 — »1 

2f 



ft /<• V 



ö[ff] = >■ e 

• Cj» • • • I Qp 

ist, wobei: 

^«r ^^^^^ ^ev y Ptv ^^^ PfV} y«v *^^ y*''? ^«v ^^^ ö«v, \v =s 1 2,. 



• • » *l\ 

• ■ . ;A 



• • 



ist, Jji die Determinante ^zt.ßnß22 • • • /^/»p ^^^ ßlv die Adjuncte von ß^y in dieser 
Determinante bezeichnet, und unter (S^, ä^, . . . , äp eine beliebige Lösung des Glei- 
chungensystems : 



(E) 









1, 



/ == 1 , 2, . . . , m , 



zu verstehen ist, in dem pi^, 92^ . . ., Q^p (i = l, 2, .•., m) die sämmtlichen 
Normallösungen des Gongruenzensystems: 

(C) 2: 2: a,i/3;^' P^' = (mod. z/- ) , . . . , 2: 2: ä,.. ß'^ q^^ = (mod. J.) 

bezeichnen. 

16* 
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9. 

Es soll jetzt endlich der vierte der im ersten Artikel aufgestellten vier Fälle 
behandelt werden, der dadurch charakterisirt ist, dass bei der vorgelegten linearen 

Transformation T die Unterdeterminante q^ Grades V^"''"^ = ^ + ßm,n, ßm^n, . . • ßm^n^ 
der Determinante jdß einen von Null verschiedenen Werth besitzt, während alle ünter- 
^ determinanten höheren Grades verschwinden« Wie in Art 6 des fünften Abschnitts 
gezeigt ist, kann man in diesem Falle die Transformation T aus den drei dort an- 
geschriebenen Transformationen K', Tj K" in der Form: 

T=K'TK" 

zusammensetzen, und man kann daher auch die zur Transformation T gehörige Theta- 
formel aus den drei, zu den Transformationen K\ T, K" gehörigen Thetaformeln zu- 
sammensetzen; dabei wird man beachten, dass die beiden Transformationen f , K" 
elementare Transformationen vom Typus Tj^ sind, die ihnen entsprechenden Theta- 
formeln also aus der Formel (IJ des zweiten Abschnitts durch passende Yerfiigung 

über die dort vorkommenden Grössen d hervorgehen; für die Transformation T aber 

die ünterdeterminante V- = 2J + ^n ß%i > * * ßqq Q^^ Grades der Determinante jd^ von 

Null verschieden ist, während alle Unterdeterminanten höheren Grades verschwinden, 
die dieser Transformation entsprechende Thetaformel also aus der Formel (%') des 
vorigen Artikels bei passender Verfügung über die dort vorkommenden ay ß, y, d 
hervorgeht. Man erhält auf diese Weise die der vorliegenden Transformation jT ent- 
sprechende Thetaformel in der Gestalt: 



(r) fhn,(rsy-^r'Mu% =|/i 



^ - e e e G[0] H[t] 



^ii'^A 



V fl 



X , . • • r Xp 
/j , . . . , Ap 



2 



— — Zj gr^'^^— ---iL(yv-t- Oy+tiy)t^ni 

V V 

xe # 



*>. , o 



9 + o + V 
r 

« 

8 



(vi, 



bei der v, 6, i^, rfj y, A, ^, ^(^, ä), H[r], nj, Wg dieselbe Bedeutung haben wie in 
Art. 6, und bei der: 



- ^ "^ y»"/" *»/^ (ö^i' + i -2? a^^' ßyA ^i j 
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G\6] = 2! 



0,1 2^-1 - 2? ZZ"-"-^-- 9f, V «. + «27 £ -^ (a,+ i 2?«., fi,,\ t^ m 



i*!» • • • f 5'p 



ist, wobei: 

\y «^ X, Z| . • . , /i / 

ist; z^^' die Determinante 2^ + ßnßi2' " ßpp ^^^ /^^* ^^^ Adjuncte von /3^y in dieser 
Determinante bezeichnet, und unter ä^y i^^ . . . ; 6p eine beliebige Lösung des Glei- 
chungensystems : 



mm «• ^ 



(i?) e ' '' ' ^ /* ^ /^ ^ ' ^ _ 1^ 

«= 1, 2, . .., m, 

zu verstehen ist, in dem pi^, ^2^ • • • > ^'^ (t == 1, 2, • . ., m) die sämmtlichen 
Normallösungen des Congruenzensystems: 

(C) £ S äVi /J^^'p;,' ^ (med. ^^•) , . . . , Z Z äyp ßl^' p^- = (mod. ^^ ) 



bezeichnen. 



/* » 



10. 



Die im Vorhergehenden gewonnenen vier Transformationsformeln (X), (@), 
(^'), (3^'') kann man zu folgendem Endresultate zusammenfassen. 
Der linearen Transformation: 



T = 



%^ 


P/< V 


r 


r 


^flV 


s 


8 



bei der die Ap^ Zahlen a, ß, y, d den p{2p — l) Relationen: 



CA) 






= 0, 



i— »p 



{fi,fi' — l, 2, .. .,p) 



^/ ;t ;, N r5, wenn^=fA, 

f=i '^ '^ r ^ r ^/ Q^ wenn fi ^fi, 

oder den damit äquivalenten: 



(7i) 



-2J (aftfß^'g — cCfi'tßtii) = 0, 2; (yfttäft't — yfi'tSf^^) 

genügen, entspricht die Thetaformel: 



= 0, 



(//, n* = l, 2, . . . , jb) 
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(L) 



4- 



^ — e e e G[6] H[r] 



^]i^A 



X 2 



e 



X f . . , f Jfp 



(^ , . . . I /^ 



X c '9- 



r 

Ä + i-M; 

Ä 



((4 



In dieser Formel ist zunächst: 



n% 



Vv = -. ■ Z A\iyUf^j 



n% 



'vV 



£ AfxvBfiV' y 



A u 



A /ii 



(r,»'' = l, 2, ..,,p) 



wenn man mit Anry -B^y die Ausdrücke: 



Aftv = ^ («IV/Ä/ + ^ ßvxafixj , SflV *= y (ytfl^i + -2J dyxö/4XJ J 



C«, v' = l, 5i, . . ., jd) 



mit z/^ die Determinante 2^ + ^^^g . . . ^^^ und mit Ajnv die Adjuncte von Auv in 
dieser Determinante bezeichnet; es ist ferner zur Abkürzung gesetzt: 









(y = 1, 2, . . . , p) 



A* . i«' • A' 



iU 



^ = ^ ^^^^ ßv/uA'f.'yUf.Uf,' , 



A fi fi' v 



'^{üy *) = ^c ^ -^ -^ (^A' y^^'9ii9t^' — ^y^fißni'9fih' + ßvjuSvfi'h^A.) ni 



,l( /U V 



— — 2] U £yyf,dyi^(ayf,»gf, — ßy^'hf,^ni\ 
• ** » .. .«' 



y H ft 



es ist ferner: 



II.. r*-l r« '^'^»''?v^*+-^V^i"''*~,r,'2?r(*y+i'^yy/i***y/4 )'^-(^y + i 2^ «ryu /*y//) »7^1 ^ ' 
' '*^r-^/ y /* 'yL\ ^t / \ in /J 



X^, . . ., Xp 

wobei der Accent am Summenzeichen bedeutet, dass an Stelle des Systems der 2p 
Grossen ^ ? . • • , Xp , A^ , . . . , Ap von den (rs)*^ Variationen der Elemente 0, 1, . . . , r 5 — 1 
zur 2^*"** Classe mit Wiederholung nur diejenigen treten sollen^ für welche die p Zahlen 
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B O 



Vi} %} ' • '} Vp sämmtlich durch r theilbar sind, und unter r^ , r^ , . . . , Zp irgend eine 
Losung des Gleichungensystems {E): 



iE) 



V fA V l-X in / \ u / J 

= 1, 



zu verstehen ist, in dem zur Abkürzung: 

gesetzt ist, und in dem Xi , . . ., xjf^, Äi , ..., Äp^ (i = 1, 2, ..., m) diejenigen 
Normallösungen Xi, . . , ., Xp, Aj, . . ., Äj> des Gongruenzensystems : 

(C) 5^1 EEE (mod. rs), 5^2 ^ (mod. rs), • . ., sijp^O (mod. rs) 

sind, welche der weiteren Bedingung genügen, dass durch sie: 

(C") 2J T^yT/y -^1 (mod. rs) 



r 



wird für jedes System von 2p ganzen Zahlen x, A, für welches die p Grössen 
^17 Vij ''} Vp sämmtlich durch r theilbar sind; es bezeichnen weiter: 

n^ die Anzahl der Normallösungen des Gongruenzensystems: 

51^1 ^^ (mod, rs), srj^ "^ (mod. rs), - . . , stjp eee (mod. rs), 
riyi 11^ (mod. rs), ri]i ^eb (mod. rs), . . . , ri^p ^i.: (mod. rs), 

ng die Anzahl der Normallösungen des Gongruenzensystems: 
1^1 ^ (mod. rs) , ^^-^O (mod. rs) , . . . , ly^ ^ (mod. rs) 5 

es ist weiter: 






Vi » • • • » ?p 

wobei -Jj5 die Determinante -£■+ ^111822 • • • ßpp und /3^y die Adjuncte von ß^y in 
dieser Determinante bezeichnet, und unter If^y ä^, . • . , äp eine beliebige Lösung des 
Gleichungensystems : 



(E) 
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2=1, 2, . . . , w , 



zu verstehen ist, in dem Q^p, q^*^, . . ., (>(•) (i = 1, 2, . . ., m) die aämmtlichen Normal- 
lösungen des Gongruenzensjstems: 

(C) Z U a^i ß'rn'Qfi' = (mod. 4^) , . . . , £2 ccypß'^^'Qf,' = (mod. d^^) 

bezeichnen; es ist endlich bezüglich der Bedeutung des unter dem Wurzelzeichen vor- 

kommenden Buchstabens ^ und der Bedeutung der Buchstaben ä, ß, y, ö das Folgende 
zu bemerken: 

Fall I: Sind in der vorgelegten linearen Transformation T die Zahlen ß 
sämmtlich der Null gleich, so ist p «= und: 

^ - ^ - //" = ii 2, . . . , p \ 

zu setzen; 

Fall II: Sind in der vorgelegten linearen Transformation T die Zahlen ß nicht 
sämmtlich der Null gleich, und besitzt ihre Determinante ^^ «» 2J + jS^^jS^^ ... /}/>;; 
einen von Null verschiedenen Werth, so ist Q = p und: 

ZU setzen; 

Fall III : Sind in der vorgelegten linearen Transformation T die Zahlen ß nicht 
sämmtlich der Null gleich, und besitzt die ünterdeterminante g^^ Grades V^ = 2J4: 
ßnßvi ' * • ßqq ^^^ Determinante ^ß einen von Null verschiedenen Werth, während alle 
Unterdeterminanten g + V^^ Grades von d^ verschwinden, so ist p = 2 und: 

a,v = a,y, /S,y = ßtvy y^v = y»vj ö«» = d«y, \i' = i, 2, . ... p) 

* 

^ • • Ck T /'/' = 7 "I" ^1 9 4" 2, . . . » 7'\ 

zu setzen; 

Fall IV: Sind in der vorgelegten linearen Transformation T die Zahlen ß nicht 

sämmtlich der Null gleich, und besitzt die Unterdeterminante q^^ Grades V^' "^ == 2J + 
ß'iHn.ßm^n^" • ßm^n der Determinante -J^ einen von Null verschiedenen Werth, während 
alle Unterdeterminanten q + 1***^ Grades von /dß verschwinden, so ist q =^ q und: 

Z ä a - X X /« = "»I » »n» . - . • I »'♦« \ 
«,»=«.,., ß,r^ P.v, y*r = y.y, d.^== ÖM, V=l,2 p ) 

* a a - ji £ /'?="»o4-i> "»0+21 •> »»«\ 

ai/f—P»/», ßnr= — ^n*y y'/r=ö,^^, *,^, = — y,^v ir = i,^...,p j 

zu setzen. 
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11. 

Besondere Erwähnung verdient der Fall, wo die beiden Zahlen r und $ den 
Werth 1 besitzen. Setzt man in der soeben aufgestellten Formel (L) r=S'='l, so findet 
man, dass der ganzzahligen linearen Transformation: 



T = 



«/.r 


ßf^y 


y.u^ 


SftV 



bei der die 4p^ Zahlen a, ß, y, d die j? (2p — 1) Relationen: 

£ {cCif, y,u ««/.' Ygfi) = , 2; (ß,f, Ö,u ßeii' S,u) = , 

1=1 



6=p 



e=l 



i=l 

1 , wenn ^' = ^j 
0, wenn ^' ^ ft , 



Cu,^(' = l, 2, . . ., p) 



oder die damit äquivalenten : 



e=p 



(T,) 



£ («/u« ßf,'ä — CCu't ß,ui) = , 
«=1 






f=i ^ 0, wenn ft ^ft, 



(/i,.u'«=l, 2, ...,p) 



erfüllen, die Thetaformel: 

(i,) ^r »m 



V 



[P-e(_^)P 



_^ 



„V'O^.A) '>(0)/> 



+ 



45^^ 



.'^^"^G[0] ^ £ iv} 



9 

UJ 



entspricht. 

In dieser Formel ist zunächst: 



n% 



Vy = -r ^ A'f,v%ifn 



m 



'A n 



&»• = -;. 2 A'uvBuy', 



'A fi 



(v, • = 1, 2, . . . , jb) 



wenn man mit Ä^ct, B/^t die Ausdrücke: 

Afiv == «v/< JCi '{' U ßvx djux f Buv =^ yvfi Ät + 2] Örx Ä^x , O^i »' = 1» «i • ■ • i p) 

X X 

mit ^A die Determinante -2^ + -^u -^2 ••• -^p ^^^^ ^^^ -^z*» <^i® Adjuncte von Afir in 
dieser Determinante bezeichnet; es ist femer zur Abkürzung gesetzt: 

gp=^£cc,f,ßyf, + Z!(ay^gf, — ßy^h^), hr = ^2]yrii,dtf, + 2]{—yvugfA + ötfihf,), (» « i» «» • . • , J») 



m 



0= ' E E S ßyu Äf,'v W/i V , 



A tt fx' V 

9lf(g,h)=EEE (ccyf, y ,^'^;. g^i' — 2 y r/i ßvfi'gfi h^' + /'»'/* ^r^i' h^ ä^') ä j — EEEyru 6v,u {ccr^'g^i' — /Jy/*' ä^O ä i , 

Krazjca uud Prym, Thetafuuotionoii. 16 
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ö Ö , 



1 O p t ,1 



a /5' *' 



ö[0]-. ^ e "' ' ' " ^ K • 

wobei z/« die Determinante 2J + ^^^ /3^ . . . ßpp und /?^, die Adjuncte von /3^, in dieser 

Determinante bezeichnet; es gilt endlich bezüglich des unter dem Wurzelzeichen vor- 

kommenden Buchstabens q und der Buchstaben a^ ß, y, ä das am Ende des vorigen 
Artikels Bemerkte. 



Siebenter Abschnitt 

Von den nicht linearen Transformationen. 



1. 

Bis jetzt sind ausschliesslich lineare Transformationen, d. h. solche, für welche 
die Ordnungszahl t den Werth 1 hat, betrachtet worden. Ist die rationale Zahl t 
von 1 verschieden, so drücke man sie durch einen Bruch mit kleinstem Zähler und 

Nenner aus, setze also ^»>-7, wo n, n' positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen 

Theiler sind. Nennt man dann die Transformation T eine zur Zahl -7 gehörige, so 

kann man unter Anwendung des bisher stets gebrauchten Princips der Zusammen- 
Setzung einer Transformation aus mehreren jede zur Zahl -7 gehörige Transformation: 



%v 


flV 


^fiV 


"ft V 



aus einer speciellen zur Zahl — gehörigen, einer linearen und einer speciellen zur 



n 



Zahl n gehörigen Transformation in der Form: 







. . . 

• • 

1 







n 


• 

n 




n • • • 

• • • 





n' 












• • • n 






1 • • • 








1 ... 





• • • 

. • 1 




«'«/.v 


•'/u»' 






* 


• ■ • 

• • • l 



zusammensetzen, und man kann daher auch die der Transformation T entsprechende 

Thetaformel durch Zusammensetzung der drei, den angeschriebenen Transformationen 

entsprechenden Thetaformeln erhalten. Die der mittleren, linearen Transformation 

entsprechende Thetaformel ergibt sich aus der im vorigen Artikel aufgestellten 

Formel (L) durch passende Verfügung über die darin vorkommenden Zahlen a, /), y, d, 

r, 8\ die der ersten und dritten Transformation entsprechenden Thetaformeln sollen 

jetzt aufgestellt werden. 

16* 
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2. 
Führt man aaf der rechten Seite der Gleichung: 

—00,...,+« 2, 2j ö^///v»v w„'+«««+w^i "»/,'; + « 2j y"fi H v^ixj'^f» 

(l) (1) 

"*1 » • • • 1 "';> 

■ ■ ■ 

an Stelle der Summationsbuchstaben wi''^ •••> ^'^"^ i^^^e Summationsbuchstaben 
Wi , . . ., mp ein mit Hülfe der Gleichung: 

wjT^ = fhf. — m^^^ — mf m^ir^^ (/' = i. « p) 

und setzt weiter noch: 

m^ = nr^ +' ^i« > c« « i. « p) 

indem man mit x^ den kleinsten positiven Rest von m^ nach dem Modul n bezeichnet^ 
so geht aus der Gleichung (F) die neue: 

8 ^ ^V+ nj»V 



0, 1, ... , «—1 — 00 , . . . , -f- 00 



»jf -.«p '■i"-i'> ^ ,. 



1 • • • *> 



hervor, bei der zur Abkürzung: 






;/==p ^'=p 






(1) u^ 



gesetzt ist. Drückt man ferner die Constanten A mit Hülfe der Gleichung: 



X.. X,.i 



j{ß,n) __ ^(o, 



,) /,=1 /,'=! ^ ' ^ " '' ,.=l ,,'=1 



X . . . Xp Xj . . . Xp 

r . . . Vp ... 

durch die W speciellen J.^' ^ unter ihnen aus und setzt allgemein: 

... 

^X X ^ — -'^^x X ' 

' Ü . .. 

so geht die Gleichung (jFj) in die Gleichung: 
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//=p 



0, 1 , . . .,n — 1 






»*- I • • • ^ X 



'■j » • • • » 'j9 



bei der: 



I ■• 



Ä^"^ 



'^i • • • *p 



— 00 , ... , -f* X 



/"==P ." ==P 



/u=l 14'=! L 



W/ 



(«— l) 



. m 



(«-!) 



ist, über, und |aus dieser geht, wenn man die auf ihrer rechten Seite vorkommende 
j)-fach unendliche Reihe durch die damit identische Thetafunction ersetzt, die Formel: 



^M(«])« 



0, li . . . , n — 1 



X - • • • 9 ***) 



X_ • • ■ r»- 



n 

LO J 



^t?t()),« 



hervor. 

Aus der Formel {ß^ folgt durch passende Änderung der Variablen u die 
allgemeinere: 

0. 1, ♦ ♦ . . w — 1 



(^) 



O' 



^ 
^ 



H« = 



_ V 



K 



(«1«) 



^^B^^^B - ■ • ■ ^a 



-^ 



X f • • « * Xf 



5 + 



n 



- nÄ - 



([Wu]|«a, 



in der ^i, ..., gp, Äj, ..., Zip beliebige reelle Constanten bezeichnen. 

Die Formeln (®^j), (@) sind von den Formeln (ilo), (ilo) im vierten Abschnitte 
des ersten Theiles nicht verschieden, und man kann ohne Mühe von der jetzt er- 
haltenen neuen Ausdrucksform der Constanten K zu der früheren auf Seite 31 an- 
geschriebenen direkt gelangen. Es ist dazu nur nothig, an Stelle der jetzigen Sum- 
mationsbuchstaben m neue Summationsbuchstaben n mit Hülfe der Gleichungen: 



+ nr*> 



+ «r" 



.(2) I ^(3) , , ^(n-2) 



(8) 






(n-l) 



(// = 1,2, .. .,p) 



W 



(n-l) 



(«-») 



- (n - 2)ft:r' + < 



(n— 1) 



einzuführen und zu beachten, dass dadurch: 

m<«<>+ ... + m'r''«^r'' + K' + • • • + »«!:-''- *.) K^+ - + «»r '^ - «.«•) - ^ 

1 . 2 n:*'«;,V + 2.3 njf' nj?> + • • • + (m-2) (n - 1) ftr""' t^r'^'' + («- l)n („<;-'>_ ''^) („<?-" 
wird, und dass man die Summation nach den n so ausführen kann, dass man: 



_.v) 
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(1) 



n 






2 *^ ' 



— w^ ^1. 

— ^M +2.3 («^ ^^ ^^'^^'^ 



n 



(«~2) 



n 



(«-«) 



+ 7.^114^, (^?' + 2.<?' + • • • + n---2ar> 



Cu =o 1, 2, . . . , ;») 



n 



(i.-i)_ 



^(n— 1) 



(n-2)(n-l) 



), 



2ar>) 



setzt und sodann nach allen Grossen n von — oo bis + <^ ^ i^^^ ^JT &ber für 
r-i 2, ..., n-i ^^^ Q yg ^ summirt 



3. 
Es soU jetzt nachgewiesen werden^ dass die durch die Formel (9) repräsentirte 

Umformung der Function d'* J^ (ujja eine Transformation im Sinne der im ersten Ab- 
schnitte entwickelten Transformationstheorie ist. Zu dem Ende defiboire man 4p' 
rationale Zahlen Q^«, h^y, i^^vy b^^ ((i,v = 1, 2, . . ., p) durch die Gleichungen: 

, wenn f* = v , 

(^, r=al,2, ..., p) 

1, wenn f* =» v, 



dfiV = 



, wenn f* = v , 
, wenn ^ ^ v , 



Cuv = 0, 



b^» = 



0, wenn f* ^ v, 



indem man beachtet^ dass diese Zahlen eine zur Zahl t ^^ — gehörige Transformation 

bestimmen, und fflhre dieselben in die Gleichungen (1) bis (6) auf Seite 65 ein. 
Die Gleichungen (5), (6) gehen dann in die Gleichungen: 



Vi 



nw», 



'yr 



nap 



(y, • =a 1, 2, . . . , p) 



Über, und man erkennt daraus, dass die Lösung des durch die Charakteristik: 



r« = 



1 

n 


. 


. . 


1 

• 

n 











1 . . . 



. . . 1 



bestimmten Transformationsproblems durch die Formel: 

0, i, . . . , »— 1 



(N) 



d^ 
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geliefert wird, bei der: 

ist, während die g^ h beliebige reelle Constanten bezeichnen. 

Entsprechend wird die Losung des durch die Charakteristik: 



(^•«i,i,..., p) 



Tr' = 



n . . 



. . . n 











1 . . . 



• • 







bestimmten, zu dem obigen inyersen Transformationsproblems durch die aus der 
Formel (N) durch Umkehrung entstehende Formel: 



0, 1, ..., n — 1 



(N) 









X; 


X 

n 




Z 


+ 1 




_ 


w 


, 



H,e 






— 2Ät 27 *^ii^ 



gegeben, bei der: 



V. 



Uu = 



duu' 



A*^' 



'^^' "T "~S 



0«, m' »• 1, «f • , p) 



ist, während die %, l beliebige reelle Constanten bezeichnen. 



4. 



n 



Man gehe jetzt auf die vorgelegte, zur Zahl — gehörige Transformation T 

zurück und stelle in derselben sowohl die 2p' rationalen Zahlen a, 6, als auch die 
2p* rationalen Zahlen c, b als Brüche mit gemeinsamem Nenner dar, indem man für 
fi, v= 1, 2, ..., p: 



^IJI¥ 



__ ^H'* 



b«» == 



K 



'ftV 



^flV "~ 



>r 






setzt, wobei die a, ßy y, d ganze, r und s positive ganze Zahlen bezeichnen« 
Transformation T nimmt dann die Gestalt: 



Die 



r = 



r 


r 


8 


8 



an, wobei zwischen den ganzen Zahlen a, ^, yf d die p(2p — 1) Relationen: 



z («./»y»/«' — «»iu'y»i") = 0, 



(^i) 



»=i 



^ iß9fi igfi' ß9fl' *•/<) 



= 0, 






y»fi /*•/*') 



n 



rr5, wenn fi = (i^ 
0, wenn ft' < fi. 



(//,/<' = !, 2, ...,p) 
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oder die damit äquivalenten: 



tssp 






(T,) 



n 

7 

n 



C«,/u'= i, 2, . . ., p) 



rSf wenn fi = [i. 



£(«,. *.'. - Ä. y^'.) = ** 0, wenn ^' ^ ,. , 



bestehen, und es wird weiter die in Art. 1 angeschriebene Zerlegung der Trans- 
formation T nunmehr durch die Gleichung: 



T = 



_*-... 

n 

• > • 

• • ■ V 







nr 

8 


P/UV 

nr 




«... 

• • • 

. . . w 





Ü 


1 ... 

• • ■ 

... 1 


s 





1 • • • 

■ • • 

• • 1 



repräsentirt. 

Mit Rücksicht auf die Resultate des letzten Artikels erkennt man dann sofort, 
dass die zur ersten dieser drei Transformationen gehörige Thetaformel aus der Formel {N) 
hervorgeht, wenn man darin n durch n ersetzt, die zur dritten Transformation ge- 
hörige Thetaformel aber die Formel {N) ist. Setzt man diese Formeln mit der zur 
mittleren, linearen Transformation gehörigen Thetaformel, welche aus der Formel (L) 
auf Seite 118 hervorgeht, wenn man darin die Grössen: 



für jedes ft und v von 1 bis jp durch die Grössen: 



W y^ r y 



8fiv 



ersetzt, in der vorgeschriebenen Reihenfolge zusammen, so erhält man die zu der vor- 
gelegten Transformation T gehörige Thetaformel in der Gestalt: 



n^n\n^ l nrs \p—P-'^ j[ü,n) ^ ^«' 
n^ \ n / fi *j • • • *p 



9 
h 



Mu = \/ .n .- - c e " e/^ 'G \p\ H [rj 



"X. T v u V u t ' 



x2 



*j » • • • » *jy 
A , • • • ) Ap 



- -^ 27 («'^^4- 5» + »;,.)*» ^« 



Xe 





n 




^l ' ' ' ^p 




nr 

nh-\-x-{'ri 
ns 



iv)V 
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In dieser Formel ist zunächst: 



wenn man mit J.^v, B^v die Ausdrücke: 

mit ^^ die Determinante 27+ ^11^22 • • • -^p ^^d mit J.^y die Adjoncte von ^^, in 
dieser Determinante bezeichnet; es ist ferner zur Abkürzung gesetzt: 

/* M 

(i'=»l|S,...,p) 

^y ■= ^ Za^fißvn + Eipcvfigfi — ßvfiJ^i^y Ä^ «= ^ 27y„^*r/* + ^( — yv/iS^iW + *»^ '^z") * 

9 -= — j- Z Z S ßvfi Ä'fi'vUf^Hfi', 
tl^Qlyh) ^^ — 2 2J 2 {avixYvfi*giigfi' — ^Y^fiß^fi'gfiJ^n* + ßvfiiyfi'hf^hf^') iti 

— — 2 S Eyrfi dvfi (ccvfi'gfi' — ßv/n' hfj) %i 5 

es sind weiter mit z/i , 9'(^); '^' [^] ; -^'[^] ; **'i * **'2 j®^® Grössen bezeichnet, in welche 

die bei der Formel (Z) auf Seite 118 definirten Grossen ^j, q>{h)f ör[<y],.-Er[r], n^, n,, 
übergehen^ wenn man darin: 

für jedes (i und i/ von 1 bis p durch: 

ersetzt; es gilt femer bezüglich der Bedeutung von q und der ä, ß, y, S das auf 
Seite 120 Bemerkte; es ist weiter zur Abkürzung gesetzt: 

o^....»r#-i - „"77 -2^ •^^''i '''■- "'-2^ V^/* ^^ + i^ -2^ r(*^+ T -2^ ^''^ 
s • • • •« ^^ 

1 •«' Xj, • • • I ^p 

A^ , . . . ) Xp 

•1 "♦" -7 V» + T" 

wobei £| ; . . . ; 8p irgend welche ganze Zahlen bezeichnen, und der Accent am Summen- 
zeichen bedeutet^ dass an Stelle des Systems der 2p Grössen x^ ^ • • • ; ^ 9 A^ , . . . , Ap 
von den {i%rsf^ Variationen der Elemente 0, 1, . . ., nrs — 1 zur 2p*^ Classe mit 
Wiederholung nur diejenigen treten sollen, für welche die p Zahlen n'%, n'i;,, . . ., n'fip 
sämmtlich durch r und die p Zahlen n'i}!, n 1^2; • • •? 'f^'^'p sämmtlich durch s theilbar 
sind, und: 

Krazeb und Pbtm, Thetafanotionen. 17 
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*1 * ' ' *P — 



» • • • » —p 

A] , . . . , Am 



-, .£ n,.X„7ti 



\ x ' ' ' p p 



wobei der Accent am Summenzeichen bedeutet, dass an Stelle des Systems der 
2p Grössen äj, . . . , «p, I^, . . . , Äp von den (wrs)*^ Variationen der Elemente 
0, 1, . . . , nrs. — 1 zur 2p^^ Classe mit Wiederholung nur diejenigen treten sollen, 
für welche die p Zahlen ^^ , tj^f . . ., % sämmtlich durch nr und die p Zahlen 
^1; ^s; '"i % sämmtlich durch s theilbar sind; es bezeichnen endlich: 

n, die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystems: 

si^i ^ (mod. nrs) , $ri^'=:0 (mod. nrs) , . . . , Sfip ^ (mod. nrs) , 

riji ^ (mod. n rs), rrf% ^ (mod. nrs) , . . . , rtjp^O (mod. nrs) , 
n^ die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystems: 
nn'stii ^ (mod. nrs)^ nn's% ^ (mod. nrs) , . . . , nn'sr^p ^ (mod. wrs) , 
nn'rrii ^ (mod. wrs) , nn'rri% ^ (mod. nrs) , . . . , nn njp =; (mod. nrs). 



5. 

Setzt man in der Formel {Ä) r«=5 = l, wodurch auch n' — 1 wird, so 
erhält man die der ganzzahligen, zur Zahl n gehörigen Transformation: 



«/«» 


ßfty 


Yfiv 


äflV 



bei der zwischen den ganzen Zahlen a, /3, y^ d die p(2p — 1) Relationen: 



(^i) 






-27 (/S,;< d,^t' — j8,^' dtfi) ■= , 



0<,/i'«l, 2, ...,i>) 






oder die damit äquivalenten: 



(2^) 



wenn f^ ^ f& > 



1 f=i 



^ [JXut Ou'9 Pu9 yu't) ■" y> / ^ 



0<,/i'=l, 8, ...,p) 
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erfQlleo, entsprechende Thetaformel in der Gestalt: 



■V- 






e e 



(.A) 



0,1,..., «—1 — Snv^t ni-^^Sn^X^ni^— S 2 {Yvfi^vfilr'^^vfißvfinv)^* 

l' ■"* P 






X c 



In dieser Formel ist zunächst: 



^ 



n 



n 



i^h' 






6yr' 



n% 



S Au V Su t' I 






(y, r' =« 1, 1, . . . , j») 



wenn man mit Äftt, Bftv die Ausdrücke: 

mit ^A die Determinante -^ + ^1-^22 • •• -^pp ^^^ ^^^^ -^i^^ ^^^ Adjuncte von ^^y in 
dieser Determinante bezeichnet; es ist femer zur Abkürzung gesetzt: 



IJ» = -S (Orfi TCfi — ßvn ^fi) j 






(y = 1, J, . . . , p) 



* -= -T" -2? -Z? -Z? ßyf,Ä'f,'yUf, U^' , 

fl fl' V ^ h h' 

9(Ä)— - 2:2:;e -^' (*, + ^ 2;«,;,^.^'^ (a^ + ^ 2;a•^'^^^A:r^ 



— — 27 27 yvfiiv^i ( ^y + ^ ^ <^^m' ^»'^' ) ^ * 



0,1, ....-5^-1 -2;2;2;-^^^-^^f^?^'Äi4-22:2:-^(5y+i27a„,/j^,|p^Ä< 



wobei z/^ die Determinante 27 + Aii^» • • • A'p ^^<^ /^^ ^^^ Adjuncte von /3^, in dieser 
Determinante bezeichnet^ und unter d, , d^ , . . . , 0^ eine beliebige Lösung des Glei- 
chungensystems : 



17* 
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(£) 



SSE 

mm'* 






fi' vfi' -(i)-(t) 



'? 



«»SV » / 



-1, 



i= 1, 2, . . ., m. 



ist, in dem Qi\ Q>i\ . . ., pp^ (^ "^ 1; 2, .. ., m) die sammtlicfaen NormallösuDgen des 
Congmenzensystems : 

(Ö) 2J S ävi ß>vfi' Qfi' ^ (mod. ^■j) , . . . , 27 27 Rtpß'vn' Qjn' ^ (mod. ^-j) 

bezeichnen; es gilt weiter bezüglich der Bedeutung von q und der ä, ß^ y^ d das auf 
Seite 120 Bemerkte, es bezeichnen r^ , . . . , ip beliebige ganze Zahlen, und es ist end- 
lich zur Abkürzung gesetzt: 

0.1,.... »-1 ^^2^Vy%^i + 2Jx^^fini + ^2]\ (K+i£Yyfi^vfi)*iy-h^+i2<^v^fitf^ n'v U' 

1 ^ X^i . . . f Xp 

A^ . . . . I Ap 

wobei €^, ..., ip irgend welche ganze Zahlen bezeichnen. 

Aus den Formeln (Ä), (Ä^) erhält man, indem man an Stelle der a, ß, y^ d 
specielle Zahlenwerthe einführt, die einer jeden beliebigen yorgelegten Trantforraation 
entsprechende Thetaformel. Von den zahlreichen bemerkenswerthen speciellen Trans- 
formationsformeln, welche auf diese Weise entstehen, seien zum Schlüsse hier die vier 
folgenden aufgef&hrt 

Es werden die Lösungen der durch die Charakteristiken: 



T,= 



1 ... 

• • • 

... 1 








J- . . . 

r 

• • • 

. . . ^ 

r 














r . . . 



i . . . f 



bestimmten Transformationsprobleme durch die Formeln: 






r^&' 



9 
h 



0, 1, . ...r — 1 



''I *»•"■*' * / N 



X j I . . . f 



h + 






W* e 



/*«i 



/i> 



0,1,... ,r~l 



w Cv*H»-"l"* 



?!«•••» Qp 



A' + e 



Z — 



r J 



ini 



: M^P 



Wa e 



^=1 
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gegeben^ bei denen die Grössen u, a mit den Grössen v, b durch die Gleichungen: 



oder durch die damit äquivalenten: 



fv/ 



Vv* 



Ufi = Vfi , 



üftfi' = ^ififi' 



(r, !•' = 1, 2, . . . , p) 



(/<,^' = J, 2, ...,p) 



verknüpft sind; bei denen femer allgemein: 

* 

0, 1, . . . , r— 1 



1 ' ' 1^ 



^j «j . . . • 

t I . . . I <p 



(«, r) /<=1 



gesetzt ist, und bei denen die g, h, Je, l beliebige reelle Constanten, die X irgend welche 
ganze Zahlen bezeichnen. 

Es werden femer die Lösungen der durch die Charakteristiken: 



2 



-i . . . 

r 

• • • 

. • - 

r 








-i . . . 

r 

• • • 

. . • — 






r . . . 




• • • 





. . . r 






r . . . 





• • • 




. . . r 



0,l,...,r— 1 



bestimmten Transformationsprobleme durch die Formeln: 

r 

z 






*^) • • • » *J> 1 " p 



'r9 + 






i^le 



-2Äi 2; /ri^^ + -A\ 
«=1 \ / 



iL 

r 



^2» •••!*« 



0, 1, . . . , r—l 



(®.) ^"^r!., *[f]»=^ *" 



X^.i.Xp 



r r* r 



ji • • • 1 ^'p 



»c 






gegeben, bei denen die Grössen u, a mit den Grössen v, b durch die Gleichtlngen: 
oder durch die damit äquivalenten: 



Uu = 



^fifi' *~~ ^jUA*' 



(/i,^' = 1, 2, . . .,p) 



verknüpft sind, bei denen femer allgemein: 



X- • • • ^t) 

^1 • • • fp 



0, 1, . • M^ * /^ ^j 



2äi- ^^. 



• * 

'j1 •••1 »p 



•p-r »p 



gesetzt ist, und bei denen die g, h, h, l beliebige reelle Constanten, die x, A irgend 
welche ganze Zahlen bezeichnen. 
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